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摘要: 本文主要研究带 1 - 范数约束的分裂可行问题的求解算法. 用一种交替投影算法, 求得

了问题的解, 提出松弛交替投影算法, 改进了直接往闭凸集上投影这一不足, 并证明了该算法的收敛性.
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1 引言

由于社会的发展和生产实践的需求, 最优化问题在金融、医学、药学以及手工农业等领
域受到越来越多的重视, 分裂可行问题就是其中之一. 1994 年, Censor 和 Elfving 依据医学
中有关放射治疗的实践经验和理论提出了分裂可行问题 [1], 问题形式如下

求 x ∈ C s.t. Ax ∈ Q, (1.1)

其中 C,Q 分别为 RN 和 RM 中的非空闭凸集, A 为一个M ×N 的实矩阵.
随后, 分裂可行问题的拓展形式被学者们相继提出. 本文主要研究的是带 1 - 范数约束的

分裂可行问题的解, 问题形式如下

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s, (1.2)

其中 ‖.‖1 代表 1 - 范数, s > 0 为一个给定的常数.
目前, 大多数关于求解分裂可行问题及其拓展问题的算法, 要么牵涉到往闭凸集上的投

影, 而这一投影在实际操作中难以实现; 要么在求解合适的步长过程中需要估算相关矩阵的
最大特征值、Lipschitz 系数或进行线搜索, 而这些操作往往需要大量的计算. 关于求解分裂
可行问题的 1 - 范数解问题已有学者在研究 [14,15]. 在文献 [14] 中, 作者将分裂可行问题的 1 -
范数解问题转化为变分不等式问题进行求解, 但在其给出的算法中需要估算矩阵的最大特征
值.
在文献 [2] 中, 对于多集分裂可行问题

x ∈
t⋂

i=1

Ci s.t. Ax ∈
r⋂

j=1

Qj , (1.3)

其中 Ci (i = 1, 2, · · ·, t) 和 Qj (j = 1, 2, · · ·, r) 分别为 RN 和 RM 中的非空闭凸集.

∗收稿日期: 2016-03-11 接收日期: 2016-06-28

基金项目: 国家自然科学基金 (11271226); 山东省优秀中青年科学家科研奖励基金 (BS2012SF027).

作者简介: 畅含笑 (1990–), 女, 河南开封, 硕士, 主要研究方向: 非线性规划.



No. 6 畅含笑等: 带 1 - 范数约束的分裂可行问题的投影算法 1235

作者提出了一种序列投影算法

xk+1 = PCt
PCt−1 · · · P1(xk + ωkrkdk),

其中 dk
j = PQj

(Axk) − Axk, j = 1, 2, · · ·r, dk =
r∑

j=1

AT dk
j , rk =

r∑
j=1

‖dk
j ‖2

‖dk‖2
, 0 < ω ≤ ωk ≤ ω <

2, k = 1, 2, · · ·.
显然, 序列投影算法有可以直接计算的步长, 从而避免了在求解步长时进行大量的计算.

受到文献 [2] 的启发, 将问题 (1.2) 转化为如下形式

求 x ∈ C ∩D s.t. Ax ∈ Q, (1.4)

其中 D = {x|‖x‖1 ≤ s}.
序列投影算法虽有可以直接计算的步长, 但却牵涉到往闭凸集上的投影. 首先, 本文在序

列投影的基础上, 提出交替投影算法求解了问题 (1.4). 其次, 考虑到在实际操作中往闭凸集
上的投影是难以实现的, 文章后半部分构造包含 C, D, Q 的半空间, 利用到半空间上的投影
来代替到闭凸集上的投影, 从而使投影得到了顺利实现.

2 预备知识

定义 1 [3,4] 设 Ω ⊂ RN 为非空闭凸集, 对任意的 x ∈ RN , 定义

PΩ(x) = arg min{‖x− y‖|y ∈ Ω}.

并称其为 x 到 Ω 上的投影. 显然, 若 x ∈ Ω, 则 x = PΩ(x).
注 1 由投影的定义, 可以得出问题 (1.2) 等价于如下带约束的最小化问题

min
1
2
‖Ax− PQ(Ax)‖2,

s.t. x ∈ C ∩D.

定义 2 [3] 给定正常凸函数 f : RN → (−∞,+∞], 对任意一点 x ∈ domf , 若向量 ξ ∈ RN

满足

f(y)− f(x) ≥ 〈ξ, y − x〉, y ∈ RN , (2.1)

则称 ξ 为凸函数 f 在点 x 处的次梯度. 将满足式 (2.1) 的向量 ξ 的全体构成的集合记为

∂f(x), 并称之为 f 在 x 处的次微分.
注 2 domf 表示 f 的有效域, 即 domf = {x ∈ RN |f(x) < +∞}. 若 f 在 x 处可微, 则

满足 (2.1) 式的 ξ 存在且唯一, 并且易知该向量即梯度∇f(x).
由次梯度的定义, 简单计算可得 f(x) = ‖x‖1 在 x ∈ RN 的次梯度 t, 其分量为

tj =





1, xj > 0;
[-1,1], xj = 0;
−1, xj < 0.
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引理 2.1 [9] 设 Ω 为 RN 中的非空闭凸集, 则对于投影算子 PΩ(.), 下述结论成立.
(a) 〈PΩ(x)− x, z − PΩ(x)〉 ≥ 0,∀x ∈ RN , z ∈ Ω;
(b) ‖PΩ(x)− PΩ(y)‖ ≤ ‖x− y‖,∀x, y ∈ RN ;
(c) ‖PΩ(x)− z‖2 ≤ ‖x− z‖2 − ‖PΩ(x)− x‖2,∀x ∈ RN , z ∈ Ω;
(d) ‖PΩ(x)− PΩ(y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖PΩ(x)− x + y − PΩ(y)‖2,∀x, y ∈ RN .

引理 2.2 [3] 假设 f : RN → R 为凸函数, 则 f 在 RN 上处处次可微且次微分在 RN 的

任意有界子集上一致有界.
引理 2.3 [4] 设 a ∈ RN , b ∈ R, 则 u ∈ RN 到半空间 {x ∈ RN |aT x ≥ b} 上的投影为

P (u) = u +
max{0, b− aT u}

‖a‖2
a.

引理 2.4 [16] 设 f : RN → (−∞,+∞] 为闭正常凸函数. 给定满足 xk → x 的点列

{xk} ⊆ RN , 若 ξk ∈ ∂f(xk) 且 ξk → ξ, 则有 ξ ∈ ∂f(x).

3 算法及收敛性分析

此部分给出问题 (1.4) 的求解算法.

3.1 交替投影算法

本文采用可以直接计算的步长, 避免了在求合适步长时, 进行大量的计算. 在该算法中,
假设到闭凸集上的投影是可以直接计算的, 且问题 (1.4) 的解集非空.
算法 3.1
步骤 1 任取 x0 ∈ RN , 选取 0 ≤ ω ≤ ωk ≤ ω̄ < 2, k = 0, 1, 2, · · · ;

步骤 2 令 dk = PQ (Axk)−Axk, dk = AT dk, rk =

∥∥dk

∥∥2

‖dk‖2 ;

步骤 3 计算 xk+1 = PDPC(xk + ωkrkdk).
引理 3.1 设 x∗ 为问题 (1.4)的任意解, {xk}为算法 3.1产生的点列,则数列 {‖xk−x∗‖}

收敛.
定理 3.1 设 {xk} 为算法 3.1 产生的点列, 则 {xk} 收敛到问题 (1.4) 的一个解.
注 3 算法 3.1 可以看成 [2] 中序列投影算法的特例, 引理 3.1、定理 3.1 的证明过程可分

别参看文献 [2] 中引理 2.2、定理 2.1.

3.2 松弛交替投影算法

由于算法 3.1 牵涉到往闭凸集上的投影, 所以针对这一不足对算法 3.1 进行改进. 这里,
寻找包含集合 C,D, Q 的半空间, 利用到半空间上的投影来代替到闭凸集上的投影, 从而使
投影简单可行.
在该部分, 将集合 D = {x ∈ RN |‖x‖1 ≤ s} 记为 D = {x ∈ RN |f(x) ≤ 0}, 其中 f(x) =

‖x‖1 − s.
假设 C, Q 满足如下条件:
(H1) C = {x ∈ RN |c(x) ≤ 0}, 其中 c : RN → R 是凸函数 (不需要可微的) 且 C 是非空

的. Q = {y ∈ RM |q(y) ≤ 0}, 其中 q : RM → R 是凸函数 (不需要可微的) 且 Q 是非空的.



No. 6 畅含笑等: 带 1 - 范数约束的分裂可行问题的投影算法 1237

(H2) 对于任意的 x ∈ RN , 至少有一个次梯度 ς ∈ ∂c (x) 是可以计算的, 其中 ∂c(x) =
{ς ∈ RN |c(z) ≥ c(x) + 〈ς, z − x〉 ,∀z ∈ RN}.
对于任意的 y ∈ RM , 至少有一个次梯度 η ∈ ∂q (y) 是可以计算的, 其中 ∂q(y) = {η ∈

RM |q(u) ≥ q(y) + 〈η, u− y〉 ,∀u ∈ RM}. 并且构造包含 C, D, Q 的半空间 Ck, Dk, Qk 如下

Ck = {x ∈ RN |c (
xk

)
+

〈
ςk , x− xk

〉 ≤ 0}, 其中 ςk ∈ ∂c
(
xk

)
.

Dk = {x ∈ RN |f (
xk

)
+

〈
φk , x− xk

〉 ≤ 0}, 其中 φk ∈ ∂f
(
xk

)
.

Qk = {y ∈ RM |q (
Axk

)
+

〈
ηk , y −A xk

〉 ≤ 0}, 其中 ηk ∈ ∂q
(
Axk

)
.

注 4 由次梯度的定义, 容易得出 ∀k ∈ N , 有 C ⊂ Ck, D ⊂ Dk, Q ⊂ Qk.

算法 3.2
步骤 1 任取 x0 ∈ RN , 选取 0 < w ≤ wk ≤ w < 2, k = 0, 1, 2, · · · ;

步骤 2 令 dk = PQk
(Axk)−Axk, dk = AT dk,rk =

∥∥dk

∥∥2

‖dk‖2 ;

步骤 3 计算 xk+1 = PDk
PCk

(
xk + wkrkdk

)
.

其中 Ck, Dk, Qk 如上文所述.
注 5 在实际计算中,

dk = PQk
(Axk)−Axk =

max{0, q(Axk)}
‖ηk‖2

(−ηk),

rk =

∥∥dk

∥∥2

‖dk‖2 =
‖PQk

(Axk)−Axk‖2

‖AT (PQk
(Axk)−Axk)‖2

=
‖max{0,q(Axk)}

‖ηk‖2 ηk‖2

‖AT (max{0,q(Axk)}
‖ηk‖2 ηk)‖2

,

xk+1 = PDk
PCk

(
xk + wkrkdk

)
= PDk

(xk + ωkrkdk +
max{0, c(xk) + (ςk)T (ωkrkdk)}

‖ςk‖2
(−ςk)).

令

y = xk + ωkrkdk +
max{0, c(xk) + (ςk)T (ωkrkdk)}

‖ςk‖2
(−ςk),

则

xk+1 = PDk
PCk

(
xk + wkrkdk

)
= PDk

(y) = y +
max{0, f(xk)− (φk)T xk + (φk)T y}

‖φk‖2
(−φk).

对任意的 x̃ ∈ RN , 记

C (x̃) = {x ∈ RN |c (x̃) + 〈ς̃ , x− x̃〉 ≤ 0}, (3.1)

其中 ς̃ ∈ ∂c (x̃).
注 6 由 (3.1) 式及 Ck 的定义, 显然 Ck = C(xk). 在式 (3.1) 中, 可以取满足如下条件的

x̃, ς̃ : lim
k→∞

xk = x̃, lim
k→∞

ςk = ς̃. 由引理 2.4 知 ς̃ ∈ ∂c(x̃).

引理 3.2 若点列
{
xk

}
收敛到 x̃,

{
yk

}
收敛到 ỹ, 则 lim

k→∞
PCk

(
yk

)
= PC(x̃) (ỹ), 其中

C (x̃) 中 ς̃ 满足 lim
k→∞

ςk = ς̃.
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证 由引理 2.3 得

PCk

(
yk

)
= yk +

max
{

0,
(
ςk

)T
xk − c

(
xk

)− (
ςk

)T
yk

}

‖ςk‖2 ςk, (3.2)

PC(x̃) (ỹ) = ỹ +
max

{
0, (ς̃)T

x̃− c (x̃)− (ς̃)T
ỹ
}

‖ς̃‖2 ς̃ . (3.3)

因为点列
{
xk

}
收敛到 x̃,

{
yk

}
收敛到 ỹ 及 lim

k→∞
ςk = ς̃, 所以

lim
k→∞

PCk

(
yk

)
= lim

k→∞
yk + lim

k→∞

max
{

0,
(
ςk

)T
xk − c

(
xk

)− (
ςk

)T
yk

}

‖ςk‖2 ςk

= ỹ +
max

{
0, (ς̃)T

x̃− c (x̃)− (ς̃)T
ỹ
}

‖ς̃‖2 ς̃

= PC(x̃) (ỹ) .

证毕.
引理 3.3 设 x∗为问题 (1.4)的任意解,

{
xk

}
为算法 3.2产生的点列,则数列 {

∥∥xk − x∗
∥∥}

收敛.
证 因为 x∗ 为问题 (1.4) 的任意解, 所以 x∗ ∈ C ∩D, Ax∗ ∈ Q, 由引理 2.1(a) 得

〈x∗ − xk, dk〉 =
〈
x∗ − xk, AT dk

〉

=
〈
Ax∗ −Axk, dk

〉

= 〈A x∗ + PQ

(
Axk

)− PQ

(
Axk

)−Axk, dk

〉

=
∥∥dk

∥∥2
+ 〈Ax∗ − PQ

(
Axk

)
, PQ

(
Axk

) −Axk
〉

≥
∥∥dk

∥∥2
.

又因为 x∗ ∈ C ⊂ Ck, x
∗ ∈ D ⊂ Dk, 所以

∥∥xk+1 − x∗
∥∥2

=
∥∥PDk

PCk

(
xk + wkrkdk

)− x∗
∥∥2

≤
∥∥PCk

(
xk + wkrkdk

)− x∗
∥∥2

≤
∥∥xk + wkrkdk − x∗

∥∥2

=
∥∥xk − x∗

∥∥2 − 2wkrk 〈x∗ − xk, dk〉+ wk
2rk

2‖dk‖2

≤
∥∥xk − x∗

∥∥2 − 2wkrk

∥∥dk

∥∥2
+ wk

2rk
2‖dk‖2

.

(3.4)

由于 0 < w ≤ wk ≤ w < 2, k = 0, 1, 2, · · · , 故

∥∥xk+1 − x∗
∥∥2 ≤

∥∥xk − x∗
∥∥2 − wrk

2‖dk‖2(2− w). (3.5)

从而数列 {
∥∥xk − x∗

∥∥} 收敛. 证毕.

注 7 由 (3.4) 式的最后一步可以得出, 当 rk =
‖dk‖2

‖dk‖2
时, ‖xk − x∗‖ 取得最小值, 也即 xk

最接近 x∗.
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定理 3.2 设
{
xk

}
为算法 3.2 产生的点列, 若问题 (1.4) 的解集非空, 则

{
xk

}
收敛到问

题 (1.4) 的一个解.
证 设 x∗ 为问题 (1.4) 的任意解, 由引理 3.2 知数列 {

∥∥xk − x∗
∥∥} 收敛, 同时序列

{xk}, {dk} 有界. 更进一步, 由 (3.5) 式得 lim
k→∞

rk
2‖dk‖2 = 0. 又因为 {dk} 有界, 所以

lim
k→∞

rk
2‖dk‖4 = 0, 即

lim
k→∞

∥∥dk

∥∥2
= 0.

也就是

lim
k→∞

‖PQk

(
Axk

)−Axk‖2 = 0. (3.6)

设 x 是
{
xk

}
的任意聚点, 则一定存在

{
xk

}
的子列 {xkl}, 使得 lim

kl→∞
xkl = x. 下证 x

为问题 (1.4) 的一个解.
首先证明Ax ∈ Q. 由 (3.6)式得 lim

kl→∞
‖PQkl

(
Axkl

)−Axkl‖2 = 0.显然PQkl
(Axkl) ∈ Qkl

.

由 Qkl
的定义得

q(Axkl) + 〈ηkl , PQkl
(Axkl)−Axkl〉 ≤ 0. (3.7)

由引理 2.2 可知 {ηkl} 有界. 对 (3.7) 式取极限得 q(Ax) ≤ 0. 即 Ax ∈ Q.
接下来证明 x ∈ C ∩D.
由引理 2.1(b), (c) 可得

∥∥xk+1 − x∗
∥∥2

=
∥∥PDk

PCk
(xk + wkrkdk)− x∗

∥∥2

≤
∥∥PCk

(
xk + wkrkdk

)− x∗
∥∥2 −

∥∥xk+1 − PCk

(
xk + wkrkdk

)∥∥2

≤
∥∥xk + wkrkdk − x∗

∥∥2 −
∥∥xk+1 − PCk

(
xk + wkrkdk

)∥∥2
.

(3.8)

令 lim
k→∞

∥∥xk − x∗
∥∥2

= a (a ≥ 0), 结合 lim
k→∞

rk
2‖dk‖2 = 0, 对 (3.8) 式取极限得

lim
k→∞

∥∥xk+1 − PCk

(
xk + wkrkdk

)∥∥2
= 0,

从而

lim
kl→∞

∥∥xkl+1 − PCkl
(xkl + wkl

rkl
dkl

)
∥∥2

= 0. (3.9)

下证 xkl+1 → x (kl →∞).
由于 {xk} 有界, 故

{
xkl+1

}
有界. 设 x 为

{
xkl+1

}
的任意聚点, 易知 x 也为

{
xk

}
的任

意聚点, 则存在
{
xkl+1

}
的子列

{
xkli

+1
}
, 使得 lim

kli
→∞

xkli
+1 = x, 且 lim

kli
→∞

xkli = x.

由 (3.9) 式得

lim
kli
→∞

∥∥∥xkli
+1 − PCkli

(xkli + wkli
rkli

dkli
)
∥∥∥

2

= 0. (3.10)

由引理 3.2, 对 (3.10) 式取极限得

¯̄x = PC(x̄)(x̄), (3.11)
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其中 C (x̄) = {x ∈ RN |c (x̄) + 〈ς̄ , x− x̄〉 ≤ 0}, ς̄ ∈ ∂c (x̄), 且 ς 满足 lim
kli
→∞

ςkli = ς̄ .

因为 x∗ ∈ Ckli
= {x ∈ RN |c (

xkli
)

+
〈
ςkli , x− xkli

〉 ≤ 0}, ςkli ∈ ∂c
(
xkli

)
, 所以

c
(
xkli

)
+

〈
ςkli , x∗ − xkli

〉 ≤ 0. (3.12)

对 (3.12) 式取极限得 c (x̄) + 〈ς̄ , x∗ − x̄〉 ≤ 0, 从而 x∗ ∈ C (x̄) . 由引理 2.1(c), 结合 (3.11) 式,
得 ∥∥x− x∗

∥∥2 ≤ ‖x− x∗‖2 −
∥∥x− x

∥∥2
. (3.13)

又因为
∥∥x− x∗

∥∥2
= ‖x− x∗‖2

, 所以 x = x. 从而有界子列
{
xkl+1

}
有唯一聚点 x.

由 (3.11) 式知 x = x = PC(x̄) (x), 从而 x ∈ C (x̄). 由 C (x̄) 的定义得

c (x̄) + 〈ς̄ , x̄− x̄〉 ≤ 0.

从而 c (x) ≤ 0, 即 x ∈ C. 由于Dk 为非空闭凸集, 且 {xk} ⊂ Dk, 故 x ∈ Dk, 再由Dk 的构造

得

f
(
xkl

)
+

〈
φkl , x̄− xkl

〉 ≤ 0. (3.14)

由引理 2.2 知 {φkl} 有界, 对 (3.14) 式取极限得 f (x) ≤ 0, 即 x ∈ D.
综上所述, 可以得到 x 是问题 (1.4) 的一个解. 所以, 可以用 x 来代替上述证明过程中的

x∗. 又 {
∥∥xk − x

∥∥} 收敛, 而其子列 {
∥∥xkl − x

∥∥} 收敛到零, 故
{
xk

}
收敛到 x.

证毕.

4 数值实验

为了验证本文所给算法 3.2的可行性,给出如下几个例子. 下面的例 1–6取 s = 1.2, s = 3
两种情况来验证. 首先给出的例 1–4, 集合 C 与 Q 都是由可微凸函数的水平集来定义的; 其
次给出的例 5–6, 集合 C 与 Q 为不可微凸函数的水平集来定义的. 最后给出的例 7 选取高维
的水平集和随机的矩阵. 在实际计算中选取参数 ωk = 1.
例 1 设 C = {x ∈ R3|x2

1 − x2 ≤ 0}, Q = {x ∈ R3|x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 0}, A = I.

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.

例 2 设C = {x ∈ R3|x2
1 + x2

2 − 1 ≤ 0} , Q = {x ∈ R3|x2
2 + x2

3 − 1 ≤ 0} , A =




2 1 0
0 1 0
0 0 2


 .

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.
例 3 设 C = {x ∈ R3|x2

2 + x2
3 − 4 ≤ 0} , Q = {x ∈ R3|x3 − x2

1 − 1 ≤ 0} , A = I.

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.

例 4 设C = {x ∈ R3|x1 + x2
2 + 2x3 ≤ 0} , Q = {x ∈ R3|x3

1 + x2 − x3 ≤ 0} , A =




1 1 0
0 1 1
2 0 1


 .

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.
例 5 设 C = {x ∈ R3|x2

1 − |x2| ≤ 0}, Q = {x ∈ R3|x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 0}, A = I.

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.
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例 6 设 C = {x ∈ R3|x1 + x2
2 + 2|x3| ≤ 0} , Q = {x ∈ R3|x3

1 + |x2| − x3 ≤ 0} , A =


1 1 0
0 1 1
2 0 1


 .

求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.
例 7 设 C = {x ∈ RN |‖x‖2 ≤ 0.25}, Q = {y ∈ RM |0.6 ≤ yj ≤ 1, j = 1, 2 · · · ,M}, A =

(aij)M×N 且 aij ∈ (0, 50) 为随机选取的.
求 x ∈ C, Ax ∈ Q s.t. ‖x‖1 ≤ s.
例 1–6 的数值结果如下表 1.1–6.2. 在表 1.1–7.1 中, x0 代表初始点, Iter 代表迭代步数,

cpu 代表计算时间 (单位为秒), x∗ 代表近似解 (以下这些结果都是运用MATLAB 计算得到
的).

表 1.1: 例 1 (s = 1.2) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.095 2 (0.4000, 0.4000, 0.4000)
(1, 2, 3)T 0.091 3 (-0.0543, 0.3118, 0.8338)

(10, 10, 10)T 0.093 2 (0.4000, 0.4000, 0.4000)
(1, 10, 100)T 0.086 9 (-0.2168, 0.0685, 0.8695)

表 1.2: 例 1 (s = 3) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.14 5 (0.5773, 0.5773, 0.5773)
(1, 2, 3)T 0.095 6 (0.2455, 0.5289, 0.8123)

(10, 10, 10)T 0.084 6 (0.5773, 0.5773, 0.5773)
(1, 10, 100)T 0.087 9 (-0.1327, 0.2424, 0.9610)

表 2.1: 例 2 (s = 1.2) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.090 2 (0.5323, 0.4147, 0.2529)
(1, 2, 3)T 0.087 6 (0.0148, 0.4113, 0.4557)

(10, 10, 10)T 0.134 5 (0.9999, 0.0030, -0.1676)
(1, 10, 100)T 0.089 5 (-0.5335, 0.3244, 0.3420)

表 2.2: 例 2 (s = 3) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.086 5 (0.7822, 0.6227, 0.3912)
(1, 2, 3)T 0.086 7 (0.5692, 0.7318, 0.3407)

(10, 10, 10)T 0.095 6 (0.9634, 0.2677, 0.4029)
(1, 10, 100)T 0.088 10 (0.5564, 0.7109, 0.3516)
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表 3.1: 例 3 (s = 1.2) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 2, 3)T 0.081 2 (0.2333, 0.2333, 0.7333)
(1, 10, 100)T 0.094 5 (-0.0769, -0.9647, 0.1583)

(5, 5, 5)T 0.104 15 (1.2, 0, 0)

表 3.2: 例 3 (s = 3) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 2, 3)T 0.089 2 (0.8333, 0.8333, 1.3333)
(1, 10, 100)T 0.087 7 (-0.2595, -1.9975, 0.0991)

(5, 5, 5)T 0.089 2 (2.5333, 0.2333, 0.2333)

表 4.1: 例 4 (s = 1.2) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.082 4 (0.2336, -0.0644, -0.1189)
(−10,−10,−10)T 0.094 6 (0.0563, 0.0676, -1.0760)

(10, 10, 10)T 0.106 14 (-0.0296, -0.0691, 0.0124)
(1, 10, 100)T 0.109 19 (-0.0301, -0.0705, 0.0126)

表 4.2: 例 4 (s = 3) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.086 4 (0.2336, -0.0644, -0.1189)
(−10,−10,−10)T 0.085 6 (0.0725, 0.0202, -2.9072)

(10, 10, 10)T 0.084 15 -0.0231, -0.0520, 0.0102)
(1, 10, 100)T 0.087 20 (-0.0251, -0.0569, 0.0109)

表 5.1: 例 5 (s = 1.2) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.045 2 (0.3216, 0.4392, 0.4392)
(1, 2, 3)T 0.055 3 (-0.1691, 0.2588, 0.7720)

(10, 10, 10)T 0.048 3 (-0.2178, -0.5879, 0.3943)
(1, 10, 100)T 0.049 9 (0.0043, -0.1591, 0.9873)

表 5.2: 例 5 (s = 3) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.045 5 (0.5504, 0.6455, 0.6455)
(1, 2, 3)T 0.054 6 (0.2224, 0.5427, 0, 8338)

(10, 10, 10)T 0.048 6 (-0.6430, 0.8498, 0.7373)
(1, 10, 100)T 0.068 11 (0.2309, 0.0533, 0.9924)
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表 6.1: 例 6 (s = 1.2) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.051 183 (0.0000, -0.0000, 0.0000)
(-10, -10, -10)T 0.061 413 (-0.5280, -0.6720, 0.0000)
(10, 10, 10)T 0.067 264 (-0.5014, -0.6772, 0.0214)
(1, 10, 100)T 0.068 267 (-0.5014, -0.6672, 0.0214)

表 6.2: 例 6 (s = 3) 的数值结果

x0 CPU Iter x∗

(1, 1, 1)T 0.057 183 (0.0000, -0.0000, 0.0000)
(-10, -10, -10)T 0.048 5 (-1.9821, 0.0386, -0.0978)
(10, 10, 10)T 0.047 7 (-0.9367, -0.3765, 0.3975)
(1, 10, 100)T 0.052 10 (-1.8112, -0.1148, 0.8990)

例 7 的数值结果如下表, 由于选取的水平集为高维的、矩阵是随机的, 所以给出的计算
结果中不显示近似解.

表 7.1: 例 7 (s = 0.12) 的数值结果

M=50, N=55 M=100, N=100 M=150, N=200
x0 CPU Iter CPU Iter CPU Iter

(0, 0, · · · ,0)T 0.045; 4 0.068; 5 0.056; 5
100e1 0.058 ; 140 0.081; 172 0.126; 429

rand(N, 1) 0.075; 78 0.079; 97 0.067; 97
-100*rand(N, 1) 0.059; 151 0.069; 133 0.083; 143

从例 1–7 的数值实验结果可以看出, 所有的计算时间都在 0.1 秒左右完成, 甚至大多数
的计算时间都在 0.1 秒以内. 由此可见松弛交替投影算法具有较强的可行性和实用性.

5 本文小结

本文主要对带 1 - 范数约束的分裂可行问题进行了求解. 首先, 在算法上取了可以直接
计算的步长, 避免了在求合适的步长时进行大量的计算. 其次, 又寻找包含闭凸集的半空间,
用往半空间上的投影来代替往闭凸集上的投影, 从而提出松弛交替投影算法, 使得投影容易
计算. 并给出几个实例来验证松弛交替投影算法的可行性. 数值实验表明本文的算法具有较
强的可行性和实用性.
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PROJECTION ALGORITHMS FOR THE SOLUTION OF SPLIT

FEASIBILITY PROBLEM WITH 1-NORM CONSTRAINTS
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Abstract: In this paper, we mainly study the solution algorithm of the split feasibility

problem subject to 1-norm constraints. By using the alternating projections algorithm, we solve

the problem successfully and propose a relaxed alternating projections algorithm which improves

the shortage of projecting directly onto the closed convex set. And we obtain the convergence of

this algorithm.
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