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摘要: 本文研究了右半平面上有限正级随机 Dirichlet级数的增长性. 利用 Knopp-Kojima的

方法, 获得了两类随机 Dirichlet级数关于型的三个结果, 推广了半平面上有限级随机 Dirichlet级数增

长性的研究范围.
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1 引言与引理

Dirichlet级数和随机 Dirichlet级数的增长性是许多作者关注的课题, 在国内已经取得了
不少成果, 见文献 [1–4]. 文献 [5]采用Knopp-Kojima的方法, 得到了随机 Dirichlet级数在右
半平面上的增长性. 本文利用 Knopp-Kojima的方法和型函数, 研究了右半平面上两类有限
正级随机 Dirichlet级数的增长性, 分析了这两类随机 Dirichlet级数在右半平面内的型与系
数的关系, 并得到了在右半平面内的增长性与在任意水平半带形内 (或任意水平半直线上) 的
增长性在一定条件下几乎必然相等的结论.
考虑概率空间 (Ω, A, P ),其中 Ω = [0, 1], A是由 [0, 1]上所有 Lebesgue可测集 E 组成,

而且 P (E)就是 E 的 Lebesgue测度, 作 Rademacher函数序列 {εn(ω)}及 Steinhaus函数序
列 {rn(ω)} (n = 0, 1, 2, · · · ),其中 rn(ω) = exp(2πiθn(ω)).这两列序列分别可看作 (Ω, A, P )
上的独立随机变量序列, 并且

P [εn(ω) = 1] = P [εn(ω) = −1] =
1
2
,

θn(ω)的值在 [0, 1]上均匀分布, 见文献 [3].
考虑随机 Dirichlet级数

f1(s, ω) =
+∞∑
n=0

bnεn(ω)e−λns, (1.1)

f2(s, ω) =
+∞∑
n=0

bnrn(ω)e−λns, (1.2)
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相对应的 Dirichlet级数记为

f(s) =
+∞∑
n=0

bne−λns, (1.3)

其中 s = σ + it (σ, t ∈ R), {bn}为复常数序列, 0 = λ0 < λ1 < λ2 < · · · < λn ↑ +∞.级数
(1.1)和级数 (1.2)的情况完全类似. 下面只讨论级数 (1.1).
对 ω ∈ Ω给定时, 级数 (1.1)就变为了一般 Dirichlet级数, 设级数 (1.1)的收敛横坐标、

一致收敛横坐标及绝对收敛横坐标分别为 σc(ω)、σu(ω) 及 σa(ω), 见文献 [5].
引用 Knopp-Kojima的方法, 定义对于任意 k ∈ N , 若

[k, k + 1) ∩ {λn} = {λnk
, λnk+1, · · · , λnk+pk

} 6= Ø, (1.4)

令

Bk = sup
0≤p≤pk,t∈R

|
p∑

j=0

bnk+je
−itλnk+j |, B∗

k =
pk∑

j=0

| bnk+j |,

对 ω ∈ Ω, 令

Bk(ω) = sup
0≤p≤pk,t∈R

|
p∑

j=0

bnk+jεnk+j(ω)e−itλnk+j |, B∗
k(ω) =

pk∑
j=0

| bnk+jεnk+j(ω) |,

若 [k, k + 1) ∩ {λn} = Ø, 那么令 lnB∗
k(ω) = lnBk(ω) = −∞ a.s..

对于级数 (1.3), 若 σu = 0,当 σ > σu时, 记

M(σ) = sup{| f(σ + it) |: t ∈ R},

Mu(σ) = sup{|
n∑

j=0

bje
−λj(σ+it) |: n ∈ N, t ∈ R},m(σ) = max{Bke

−kσ : k ∈ N}.

对于级数 (1.1), 设 σu(ω) = 0 a.s., 当 σ > σu(ω)时, 对 ω ∈ Ω, 记

Mu(σ, ω) = sup{|
n∑

j=0

bjεj(ω)e−λj(σ+it) |: n ∈ N, t ∈ R},

m(σ, ω) = max{| bnεn(ω) | e−λnσ : n ∈ N},

Mu(σ, α, β, ω) = sup{|
n∑

j=0

bjεj(ω)e−λj(σ+it) |: n ∈ N, t ∈ (α, β)},

Mu(σ + it, ω) = sup{|
n∑

j=0

bjεj(ω)e−λj(σ+it) |: n ∈ N, t ∈ R}.

对于级数 (1.3), 若 σu = 0,当 σ > σu时, 定义它的级 (见文献 [2]) 为

ρ = lim
σ→0+

ln+ ln+ Mu(σ)
− ln+ σ

,
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若 0 < ρ < ∞, 定义它的型 (见文献 [2]) 为

T = lim
σ→0+

ln+ Mu(σ)
1

σρ

.

设级数 (1.3)满足 σu = 0且为有限正级, 由文献 [3] 引进连续函数 ρ(r) (r > 0),它在每点
有左右导数, 并且满足

lim
r→+∞

ρ(r) = ρ, lim
r→+∞

ρ′(r)r ln r = 0

以及

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ)
U( 1

σ
)

= T (0 < T < ∞),

其中

U(r) = rρ(r) (r > 0), (1.5)

则称 T 为右半平面上有限正级 Dirichlet级数 (1.3)关于型函数 U(r)的型. 设

t = rU(r), r = W (t) (r > 0, t > 0) (1.6)

互为反函数, 有

lim
r→+∞

U(kr)
U(r)

= kρ, lim
t→+∞

W (kt)
W (t)

= k
1

ρ+1 (0 < k < +∞).

对于级数 (1.1), 若 σu(ω) = 0 a.s., 当 σ > σu(ω)时, 定义它的级 (见文献 [3]) 为

ρ(ω) = lim
σ→0+

ln+ ln+ Mu(σ, ω)
− ln+ σ

,

若 0 < ρ(ω) < ∞, 定义它在右半平面上关于型函数 U(r)的型 (文献 [3]) 为

T (ω) = lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, ω)
U( 1

σ
)

;

在水平半带形内关于型函数 U(r)的型 (文献 [3]) 为

T ′(ω) = lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, α, β, ω)
U( 1

σ
)

,

其中 α, β (α < β)为任何实数;在水平半直线上关于型函数 U(r)的型 (见文献 [2]) 为

T ′′(ω) = lim
σ→0+

ln+ Mu(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

,

由于 {εn(ω)}是独立的随机变量, 故 ρ(ω), T (ω), T ′(ω), T ′′(ω)几乎必然是常数.
下面介绍几个引理.
引理 1 [4] 对于右半平面上的有限正级 Dirichlet级数 (1.3), 有

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ)
U( 1

σ
)

= T ⇔ lim
k→∞

W (k) ln+ Bk

k
=

ρ + 1
ρ

ρ
ρ+1

T
1

ρ+1 .
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引理 2 [3] 设 a及 λ是正常数, 那么

φ(σ) = aU(
1
σ

) + σλ (σ > 0),

在 σ = [(aρ)
1

ρ+1 /W (λ)](1 + ◦(1)) (λ → +∞)时达到最小值

a
1

ρ+1
ρ + 1
ρ

ρ
ρ+1

· λ

W (λ)
(1 + ◦(1)),

其中函数 U 和函数W 是由 (1.5), (1.6) 式确定的.
引理 3[3] 对于级数 (1.1), ∀ω ∈ Ω, a.s. ∃N(ω) > 0使得 ∀n > N(ω),有 n−k0 ≤| εn(ω) |≤

nk0 (k0 ∈ N+).
引理 4 [5] 对于级数 (1.3), 若 σu = 0, 则对任意的 ε ∈ [0, 1],当 σ > 0,有

m(σ) ≤ 4eσMu(σ) ≤ K(ε)eσ m((1− ε)σ)
σ

,

其中K(ε)是一个与 ε 和 f(s)有关的正数.
由文献 [6]可得出
引理 5 对于级数 (1.3)满足 σu = 0和任意的 σ > σu, I ⊆ R,有M(σ, I) ≤ Mu(σ, I), 其

中

M(σ, I) = sup{| f(σ + it) |: t ∈ I},

Mu(σ, I) = sup{|
n∑

j=0

bje
−λj(σ+it) |: n ∈ N, t ∈ I}.

推论 1 对于级数 (1.1) 满足 σu(ω) = 0 a.s., 则对任意 σ > σu(ω), ω ∈ Ω, I ⊆ R, 有
M(σ, I, ω) ≤ Mu(σ, I, ω).
引理 P.-Z. [2,6] 设 E 是 Ω 中满足 P [E] > 0 的任何事件, 那么 ∃ N = N(E) ∈ N,

∃ e′ = e(E) ∈ N,使得对与任何序列 {cn} ⊂ C , ∀N ′ > N,有

∫

E

|
N ′∑

n=N

cnεn(ω) |2 P (dω) ≥ e′
N ′∑

n=N

| cn |2,

∫

E

|
N ′∑

n=N

cnεn(ω) |2 dω ≥ 1
2
P [E]

N ′∑
n=N

| cn |2,
∫

E

|
N ′∑

n=N

cnrn(ω) |2 dω ≥ 1
2
P [E]

N ′∑
n=N

| cn |2 .

2 定理及其证明

定理 1 设有限正级随机 Dirichlet级数 (1.1)满足 σu(ω) = 0 a.s., 且 (1.4)式中 pk 满足

lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0,则有

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ,ω)

U( 1
σ )

= T a.s.⇔ lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
= ρ+1

ρ
ρ

ρ+1
T

1
ρ+1 .



No. 2 王琼等: 半平面内随机 Dirichlet级数的增长性 413

证 由引理 1, 只需证明 lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
= lim

k→+∞
W (k) ln+ Bk(ω)

k
a.s.. 首先证明 T 为有限

正数的情形, 在推论 1中取 I = R,则M(σ, ω) ≤ Mu(σ, ω),从而

lim
σ→0+

ln+ M(σ, ω)
U( 1

σ
)

≤ lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, ω)
U( 1

σ
)

= T a.s.,

则对任给 ε > 0, ω ∈ Ω a.s.,当 σ > 0且充分小时, 有m(σ, ω) ≤ M(σ, ω) < exp[(T + ε)U( 1
σ
)],

即

| bk | e−λkσ =| bkεk(ω) | e−λkσ ≤ m(σ, ω) < exp[(T + ε)U(
1
σ

)] a.s..

于是当 λnk+j ∈ [k, k + 1) (j = 0, 1, · · · , pk)且 k > N 时, 有

Bke
−kσ ≤ B∗

ke−kσ ≤
pk∑

j=0

| bnk+j | e−λnk+jσ < (pk + 1) exp[(T + ε)U(
1
σ

)].

即

Bk < (pk + 1) exp[(T + ε)U(
1
σ

) + kσ].

又由引理 2得 Bk ≤ (pk + 1) exp[(T + ε)
1

ρ+1 · ρ+1

ρ
ρ

ρ+1
· k

W (k)
(1 + ◦(1))], 从而

W (k) ln+ Bk

k
≤ W (k) ln+(pk + 1)

k
+ (T + ε)

1
ρ+1 · ρ + 1

ρ
ρ

ρ+1
(1 + ◦(1)),

由条件 lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0,可得

lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
≤ ρ + 1

ρ
ρ

ρ+1
(T + ε)

1
ρ+1 ,

由 ε的任意性, 故 lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
≤ ρ+1

ρ
ρ

ρ+1
T

1
ρ+1 .

下证 lim
k→+∞

[W (k) ln+ Bk

k
· ρ

ρ
ρ+1

ρ+1
]ρ+1 < T 不成立, 否则存在 T ′ < T 使得下式成立

lim
k→+∞

[
W (k) ln+ Bk

k
· ρ

ρ
ρ+1

ρ + 1
]ρ+1 < T ′.

由引理 1得

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ)
U( 1

σ
)

< T ′.

对任给 ε > 0, 当 σ > 0且充分小时, 有Mu(σ) < exp[(T ′ + ε)U( 1
σ
)].

在引理 5中,取 I = R,有M(σ) ≤ Mu(σ),从而 ∀ε > 0,当 σ为充分小的正数时, ∀n ∈ N ,
有

| bn | e−λnσ < exp[(T ′ + ε)U(
1
σ

)],

| bnεn(ω) | e−λnσ =| bn | e−λnσ < exp[(T ′ + ε)U(
1
σ

)] a.s..
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于是当 λnk+j ∈ [k, k + 1) (j = 0, 1, · · · , pk)且 k > N 时, 有

Bk(ω)e−kσ ≤ B∗
k(ω)e−kσ ≤

pk∑
j=0

| bnk+jεnk+j(ω) | e−λnk+jσ

< (pk + 1) exp[(T ′ + ε)U(
1
σ

)] a.s.,

Bk(ω) < (pk + 1) exp[(T ′ + ε)U(
1
σ

) + kσ].

再结合引理 2, 在 lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0下得

lim
k→+∞

[
W (k) ln+ Bk(ω)

k
· ρ

ρ
ρ+1

ρ + 1
]ρ+1 ≤ T ′ + ε a.s..

由 ε的任意性, 故 lim
k→+∞

[W (k) ln+ Bk(ω)
k

· ρ
ρ

ρ+1

ρ+1
]ρ+1 ≤ T ′ a.s., 即

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, ω)
U( 1

σ
)

≤ T ′ < T a.s..

故假设不成立. 充分性成立.
命题的必要性也成立, 反之, 若 lim

k→+∞
W (k) ln+ Bk

k
= ρ+1

ρ
ρ

ρ+1
T

1
ρ+1 ,而 lim

σ→0+

ln+ Mu(σ,ω)

U( 1
σ )

= T ′ <

T a.s., 则 lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
= ρ+1

ρ
ρ

ρ+1
T ′

1
ρ+1 < ρ+1

ρ
ρ

ρ+1
T

1
ρ+1 ,矛盾. 类似可证 T = ∞, T = 0时命题

也成立.
定理 2 设有限正级随机 Dirichlet 级数 (1.1) 满足 σu(ω) = 0 a.s., 且 (1.4) 式中 pk

满足 lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0, 则随机级数 (1.1) a.s. 具有下面的性质: 对任意的实数

α, β (α < β),有 lim
σ→0+

ln+ Mu(σ,ω)

U( 1
σ )

= lim
σ→0+

ln+ Mu(σ,α,β,ω)

U( 1
σ )

a.s..

证 设上式左边的上极限为 T a.s., 当 T = 0时结论显然成立. 设 0 < T ≤ +∞.假设
在 Ω中有一概率大于零的事件 E, 相应的有一正数 T ′ < T , 使得对于 ω ∈ E 以及某两实数

α, β (α < β),有

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, α, β, ω)
U( 1

σ
)

< T ′ a.s..

在推论 1中取 I = (α, β),则有

M(σ, α, β, ω) ≤ Mu(σ, α, β, ω),

从而有 lim
σ→0+

ln+ M(σ,α,β,ω)

U( 1
σ )

< T ′ a.s., 那么当 σ 为充分小的正数和 n > N 时, 对任意 t ∈
(α, β), ω ∈ E 有

|
+∞∑
n=0

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |< exp(T ′U(
1
σ

)),

因此

|
+∞∑
n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |< 2 exp(T ′U(
1
σ

)).
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上述的 N = N(E)是按 P.-Z.引理选定的. 于是当 σ > 0时, 由 P.-Z.引理得

1
2
P [E]

N ′∑
n=N

| bn |2 e−2λnσ ≤
∫

E

|
N ′∑

n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |2 dω (N ′ > N).

又由于

|
N ′∑

n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |≤
+∞∑
n=0

| bn | e−λnσ < +∞ (σ > 0),

所以当 σ为充分小的正数时, 有

+∞∑
n=N

| bn |2 e−2λnσ ≤ 2
P (E)

∫

E

|
+∞∑
n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |2 dω ≤ 8 exp(2T ′U(
1
σ

)).

这样当 σ为充分小的正数, n ≥ N 时, 有

| bn | e−λnσ < 3 exp(T ′U(
1
σ

)).

因此当 λnk+j ∈ [k, k + 1) (j = 0, 1, · · · , pk)且 k > N 时,有

Bke
−kσ ≤ B∗

ke−kσ ≤
pk∑

j=0

| bnk+j | e−λnk+jσ < 3(pk + 1) exp(T ′U(
1
σ

)).

即 Bk < 3(pk + 1) exp(T ′U( 1
σ
) + kσ), 结合引理 2得

Bk ≤ 3(pk + 1) exp[(T ′)
1

ρ+1 · ρ + 1
ρ

ρ
ρ+1

· k

W (k)
(1 + ◦(1))],

W (k) ln+ Bk

k
≤ W (k) ln+ 3(pk + 1)

k
+ (T ′)

1
ρ+1 · ρ + 1

ρ
ρ

ρ+1
(1 + ◦(1)),

由条件 lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0,可得

lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
≤ ρ + 1

ρ
ρ

ρ+1
(T ′)

1
ρ+1 <

ρ + 1
ρ

ρ
ρ+1

T
1

ρ+1 .

结合定理 1知

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, ω)
U( 1

σ
)

≤ T ′ < T,

与条件相矛盾, 故假设不成立, 即 P (E) = 0,也就是说

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, α, β, ω)
U( 1

σ
)

= T a.s..

定理 3 设有限正级随机 Dirichlet级数 (1.1)满足 σu(ω) = 0 a.s., 且 (1.4)式中 pk 满足

lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0,则随机级数 (1.1) a.s.具有下面的性质: 对任意的实数 t,有

lim
σ→0+

ln+ M(σ, ω)
U( 1

σ
)

= lim
σ→0+

ln+ M(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

a.s..
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证 设上式左边的上极限为 T a.s., 当 T = 0时结论显然成立. 下设 0 < T ≤ +∞, 假设

对于任意的 t, ω ∈ E 时,

lim
σ→0+

ln+ M(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

< T,

且有 P (E) > 0, 取 0 < Tk ↑ T,令

Ek = {ω | lim
σ→0+

ln+ M(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

< Tk}.

于是

E =
∞⋃

k=1

Ek, E1 ⊂ E2 ⊂ · · · · · · ,

因此 ∃ lim
k→+∞

P (Ek) = P (E) > 0.从而 ∃ k′,使得 P (Ek) > 0.记 Tk′ = T ′, Ek′ = E(1), 有

E(1) = {ω | lim
σ→0+

ln+ M(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

< T ′},

且有 P (E(1)) > 0, 取 0 < σj ↓ 0+, 令

Gj = {ω | ln+ M(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

< T ′,∀σ < σj}
⋂

E(1),

Hm =
m⋃

j=1

Gj ,

于是

E(1) =
∞⋃

m=1

Hm,

从而 ∃m′, 使得 P (Hm′) > 0.

记 H = Hm′ , σ′ = σm′ , 那么 ∀ω ∈ H, ∀σ < σ′,有

M(σ + it, ω) < exp(T ′U(
1
σ

)).

按P.-Z.引理中确定的N = N(H)及 e
′
= e(H),以及引理 3, ∀ω ∈ H1 (H1 ⊂ H, P (H/H1) =

0), 当 σ 为充分小正数时, 有

|
+∞∑
n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |< 2 exp(T ′U(
1
σ

)).

∀N ′ > N,当 σ 为充分小正数时, 由 P.-Z.引理得

e′
N ′∑

n=N

| bn |2 e−2λnσ ≤
∫

E

|
N ′∑

n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |2 P (dω) (N ′ > N).
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又由于

|
N ′∑

n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |≤
∞∑

n=0

| bn | e−λnσ < +∞ (σ > 0),

所以当 σ为充分小的正数时, 有

+∞∑
n=N

| bn |2 e−2λnσ ≤ 1
e′

∫

E

|
+∞∑
n=N

bnεn(ω)e−λn(σ+it) |2 P (dω) < 4 exp(2T ′U(
1
σ

)).

这样, 当 σ 为充分小的正数, n ≥ N 时, 有 | bn | e−λnσ < 2 exp(T ′U( 1
σ
)), 因此当 λnk+j ∈

[k, k + 1) (j = 0, 1, · · · , pk),且 k ≥ N 时, 有

Bke
−kσ ≤ B∗

ke−kσ ≤
pk∑

j=0

| bnk+j | e−λnk+jσ < 2(pk + 1) exp(T ′U(
1
σ

)).

即

Bk < 2(pk + 1) exp(T ′U(
1
σ

) + kσ),

结合引理 2得

Bk ≤ 2(pk + 1) exp[(T ′)
1

ρ+1 · ρ + 1
ρ

ρ
ρ+1

· k

W (k)
(1 + ◦(1))],

W (k) ln+ Bk

k
≤ W (k) ln+ 2(pk + 1)

k
+ (T ′)

1
ρ+1 · ρ + 1

ρ
ρ

ρ+1
(1 + ◦(1)),

由条件 lim
k→+∞

ln+(pk + 1)
W (k)

k = 0, 可得

lim
k→+∞

W (k) ln+ Bk

k
≤ ρ + 1

ρ
ρ

ρ+1
(T ′)

1
ρ+1 <

ρ + 1
ρ

ρ
ρ+1

T
1

ρ+1 .

结合定理 1知

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ, ω)
U( 1

σ
)

≤ T ′ < T,

与题目条件相矛盾, 故假设不成立. 于是有 P (E) = 0,也就得到

lim
σ→0+

ln+ Mu(σ + it, ω)
U( 1

σ
)

= T a.s..
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GROWTH OF RANDOM DIRICHLET SERIES IN THE HALF

PLANE
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Abstract: In this paper, we study the growth of certain finite positive order random

Dirichlet series in the right half plane. By the method of Knopp-Kojima, we prove three theorems

about the type of two kinds of random Dirichlet series, which extends the research scope of the

growth of certain finite order random Dirichlet series in the half plane.
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