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摘要: 本文利用 s - 维 Hausdorff 测度给出了直线上一个子集 E 上的Hs 拓扑和Hs - 连通度

的定义. 讨论了它们的性质及其应用, 解决了紧的 s - 集在欧氏拓扑下往往不连通的问题.
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1 简介

本文在第二节给出了与后面内容相关的一些基本拓扑知识 [1]; 第三节针对于实数集中的
一个子集 E, 利用其 s - 维 Hausdorff 测度 [2,3] 给出了 E 上的一种新拓扑的定义, 称之为 Hs

- 拓扑; 第四节研究了 E 上Hs - 拓扑的性质, 并提出了Hs - 连通度的概念; 第五节作为应用
给出了两个分形集 E 和 F 在分别赋予 Hs - 拓扑和 Ht - 拓扑之后, 它们之间一个映射为连
续映射所满足的条件, 本文的主要目的是在该种拓扑下, 为进一步研究分形之间映射的微积
分建立理论基础 [4−7].

2 相关拓扑知识

设 X 是一个非空集合, T 是 X 的子集作为元素构成的集合系, 二元空间 (X, T ) 称为是
一个拓扑空间当且仅当 T 包含空集 ∅ 和 X, 且对任意并和有限交保持封闭性, T 称为 X 上

的一个拓扑, T 中的元称为开集. 如实数集 R 上的欧氏距离产生的所有开集构成的 T 就是
R 的一个拓扑, 称为欧氏拓扑. 如果 X 上的两个拓扑 S, T 满足 S ⊂ T , 则称 S 粗于 T 或者
T 比 S 更细, 显然最粗的拓扑是 {∅, X}, 而最细的拓扑是 X 的所有子集构成的集合系.
设 (X, T ) 是一拓扑空间, Y 是X 的非空子集, 令 TY = {Y ∩G | G ∈ T }, 则称 (Y, TY )

是 (X, T ) 的拓扑子空间. 若 R 是 X 上的等价关系, 其等价类构成的集合 X/R 上的集合系

TR = {V | π−1(V ) ∈ T } 形成一个拓扑, 其中 π 是从 X 到 X/R 的自然映射, 称 (X/R, TR)
是 (X, T ) 的一个商拓扑空间.
设 (X, T ) 是一拓扑空间, 若 X 不能分解为两个非空开集的不交并, 则称 (X, T ) 是连通

的; 若 X 的任意开覆盖都存在有限的子覆盖, 则称 (X, T ) 是紧的. 对 x ∈ X 和 V ∈ T 满足
x ∈ V , 则称 V 是 x 的一个开邻域, 若 X 中的任意两个不同点存在不交的开邻域, 则称 X 是

Hausdorff 分离空间.
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设 f 是从拓扑空间 X 到拓扑空间 Y 的一个映射, x ∈ X 满足 f(x) 的任意开邻域 V , 都
存在 x 的一个开邻域 U 有 f(U) ⊂ V , 则称 f 在点 x 处连续; 若 f 在 X 的每个点都连续, 则
称 f 是连续映射. 连续映射一定将连通集映射成连通集, 将紧集映射成紧集.

3 Hs - 聚点的定义及性质

设 E 是实数集 R 中的一个子集, 取 T 是实数集 R 上的欧氏拓扑, S 为 T 在 E 上诱导

的子拓扑, 使 (E,S) 成为 (R, T ) 的拓扑子空间. 当 E 是一个 Hausdorff 维数严格小于 1 的分
形时, (E,S) 往往是完全不连通的 Hausdorff 分离空间, 即 T 中没有任何一个非空开集属于
S. 为此对任意 s ≥ 0, 将给出 E 上的一类比 S 更粗的拓扑 Hs - 拓扑的定义, 记为 Hs, 使得
(E,Hs) 成为连通的拓扑空间. 首先给出 E 的Hs - 聚点的定义.
定义 3.1 设 δ > 0, x ∈ R, 记 Bδ(x) = ((x− δ, x)∩E)∪ ((x, x + δ)∩E) 为点 x 在 (E,S)

中的去心 δ - 邻域. 任取 s ≥ 0, 如果对任意 δ > 0, 有 s - 维 Hausdorff 测度 Hs(Bδ(x)) 严格
大于零. 则称 x 为 E 的一个 Hs - 聚点, 否则称 x 为 E 的一个 Hs - 孤立点. E 的所有 Hs -
聚点组成的集合用 Js(E) 表示.
注意E 的一个Hs -聚点可能属于E,也可能不属于E,如对所有 0 ≤ s ≤ 1开区间 (0, 1)

的 Hs - 聚点集为闭区间 [0, 1]. 从该定义可以看出 E 的一个 Hs - 聚点在其任意的去心左邻
域 (x− δ, x) ∩E 或者其去心右邻域 (x− δ, x) ∩E 内分布有正的 s - 维 Hausdorff 测度. 并且
Hs - 聚点具有下述性质.
命题 3.2 设 E ⊆ R, s0 是 E 的 Hausdorff 维数.
(1) 当 s = 0 时, R 中一个点 x0 是 E 的 H0 - 聚点当且仅当对任意 δ > 0, x0 的去心 δ -

邻域 Bδ(x0) 为无限集, 因而当 E 是有界集时, J0(E) = ∅ 的充分必要条件是 E 为有限集.
(2) 当 s > s0 时, E 无任何Hs - 聚点, 即 Js(E) = ∅.
(3) 当 0 ≤ s1 ≤ s2 时, 有 Js1(E) ⊇ Js2(E), 即 Js(E) 随 s 的增大而单减.
(4) 当 E1 ⊆ E2 时, 对任意 s ≥ 0 有 Js(E1) ⊆ Js(E2).
(5) 当 s > 0 时, Js(E) = ∅ 的充分必要条件是 E 的 s - 维 Hausdorff 测度Hs(E) = 0.
证 由Hs - 聚点的定义和以下 s - 维 Hausdorff 测度的性质 (a), (b), (c) 和 (d) 可分别证

明命题中的 (1), (2), (3) 和 (4).
对 E 中的任意子集 A, (a) A 的 0 - 维 Hausdorff 测度H0(A) 指的是 A 所包含的点的个

数; (b) 当 s > s0 时, 由 Hausdorff 维数 dimHA ≤ dimHE = s0 可得 A 的 s - 维 Hausdorff
测度 Hs(A) = 0; (c) A 的 s - 维 Hausdorff 测度 Hs(A) 随 s 的增大而非增; (d) 当 E1 ⊆ E2

时, 对任意 s ≥ 0, 有Hs(E1) ≤ Hs(E2).
对于性质 (5), 只需证明必要性. 当 s > 0 时, 若 Js(E) = ∅, 由定义 3.1 可得对任意

有理数 x ∈ Q, 存在 δ > 0 使得 s - 维 Hausdorff 测度 Hs((x − δ, x + δ) ∩ E) = 0, 从而有
Hs(E) = Hs(

⋃
x∈Q

((x− δ, x + δ) ∩ E)) ≤ ∑
x∈Q

Hs((x− δ, x + δ) ∩ E) = 0. 证毕.

例 1 (1) 若 E 是 R 中的一个有限子集, 则对任意 s ≥ 0, E 中都没有 Hs - 聚点, 即
Js(E) = ∅; (2) 若 E 是 R 中的某一个区间的可数稠密子集, 记 E 为 E 在拓扑空间 (R, T ) 中
的闭包, 则 J0(E) = E, Js(E) = ∅(s > 0); (3) 若 E 是闭区间 [0, 1] 上的 Cantor 三分集, 则
当 0 ≤ s ≤ ln 2

ln 3
时有 Js(E) = E, 而当 s > ln 2

ln 3
时 Js(E) = ∅.

对于更一般的分形集 E 的Hs - 聚点集 Js(E), 将通过下述命题来加以描述.
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命题 3.3 设 E 是由迭代函数系 {f1, · · · , fn} 生成的分形不变集, 且对每个 i = 1, · · · , n,
fi 的 Lipschitz 常数 ci 满足 0 < ci < 1. 令 s0 是 E 的 Hausdorff 维数. 有 E 的 Hs - 聚点集
为

Js(E) =

{
E, 0 ≤ s < s0,

∅, s0 < s < ∞.

证 当 s > s0, E 的任意子集的 s - 维 Hausdorff 测度都等于零, 因而 E 没有 Hs - 聚点.
下面只需证明当 0 ≤ s < s0 时有 E = Js(E) 成立. 当 0 ≤ s < s0 时, 一方面由 Hausdorff
维数的定义知 E 的 s - 维 Hausdorff 测度 Hs(E) 是正无穷大, 从而 E 的各级基块的 s - 维
Hausdorff 测度也是正无穷大.
另一方面, 任取 x ∈ E 和对任意的 δ > 0, 都一定存在充分大的 N , 使得 x 在 (E, S) 中

的去心 δ - 邻域 Bδ(x) 至少包含 E 的一个 N 级基块, 因而 s - 维 Hausdorff 测度 Hs(Bδ(x))
严格大于零, 所以 x 是 E 的一个Hs - 聚点. 证毕

4 Hs - 拓扑的定义及性质

设 E 是 R 中的一个子集, 对任意 s ≥ 0, 现在 E 中定义如下点之间的等价关系 Rs.
定义 4.1 称 E 中的两点 x1, x2 具有关系 Rs 当且仅当 E 中介于 x1 和 x2 之间的所有点

形成的集合没有Hs - 聚点, 即 Js([x1, x2] ∩ E) = ∅ (不妨假设 x1 ≤ x2).
现用 x1Rsx2 表示 x1 和 x2 之间具有关系 Rs. 由该定义及命题 3.2 中 (1) 和 (2), 可直接

得到 E 中的任意两点 x1, x2 之间是否具有关系 Rs 的如下判别方法.
命题 4.2 任取 x1, x2 ∈ E, 不妨设 x1 ≤ x2.
(1) x1R0x2 的充分必要条件是交集 [x1, x2] ∩ E 为有限集.
(2) 对任意 s > 0, x1Rsx2 的充分必要条件是交集 [x1, x2] ∩ E 的 s - 维 Hausdorff 测度

Hs([x1, x2] ∩ E) = 0.
设 E ⊆ R, 对任意 s ≥ 0, 由定义 4.1 和命题 4.2 容易验证 Rs 为 E 中点之间的一个等价

关系. 任取 x ∈ E, 令 x∗ 为 x 在关系 Rs 下的等价类. 由命题 4.2 可得如下命题 4.3.
命题 4.3 任取 E ⊆ R 和 x ∈ E. 当 s = 0 时, 在等价关系 R0 下 x 的等价类 x∗, 可表示

成所有这些交集 [x1, x2] ∩ E 的并, 其中 x1, x2 ∈ E 满足 x1 ≤ x ≤ x2 且交集 [x1, x2] ∩ E 为

有限集. 而当 s > 0 时, 在等价关系 Rs 下 x 的等价类 x∗, 可表示成所有这些交集 [x1, x2]∩E

的并, 其中 x1, x2 ∈ E 满足 x1 ≤ x ≤ x2 且 s - 维 Hausdorff 测度Hs([x1, x2] ∩ E) = 0.
该命题表明 E 中任意一点 x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 可表示成一个包含 x 的区间

I(x) 与 E 的交. 事实上, I(x) 是包含 x∗ 的最小区间, 我们称 I(x) 为 E 中的点 x 所属的 Rs

- 等价区间. 注意到 I(x) 在 E 和 s ≥ 0 确定的情况下由 x 唯一确定, 可能是开区间, 也可能
是闭区间, 还可能是半开半闭区间, 同时可能是单点区间, 有界区间或无界区间, 并且 E 的所

有不同的 Rs - 等价区间系 {I(x)} 形成 E 的两两不交的覆盖.
记 E/Rs 为 E 中的所有点在关系 Rs 下的等价类作为元素形成的集合, (E/Rs,SRs

) 为
(E,S) 在等价关系 Rs 下的商拓扑空间. 为清楚起见, 现通过下面一些例子来说明 E/Rs 和

SRs
的构成情况.
例 2 (1) 当 E 是 R 中的一个有限子集时, 对任意 s ≥ 0, 有

E/Rs = {E}, SRs
= {∅, {E}}.
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(2) 当 E 是 R 中的一个可数子集时, 由于对所有 s > 0, E 中任意两点都在关系 Rs 等

价, 因此有
E/Rs = {E}, SRs

= {∅, {E}}.
但当 s = 0 时情况比较复杂, 如当 E 是自然数集 N 时, 有

E/R0 = {E}, SR0 = {∅, {E}}.

当 E 是有理数集 Q 时, 有

E/R0 = {{x} | x ∈ E}, SR0 = {{{x} | x ∈ U} | ∀U ∈ S}.

当 E = { 1
n

| ∀n ∈ N} 时, 有

E/R0 = {E}, SR0 = {∅, {E}}.

当 E = {0, 1
n

| ∀n ∈ N} 时, 有

E/R0 = {{0}, { 1
n

| ∀n ∈ N}},

SR0 = {∅, {{ 1
n

| ∀n ∈ N}}, {{0}, { 1
n

| ∀n ∈ N}}}.

当 E = {− 1
n
, 0, 1

n
| ∀n ∈ N} 时, 有

E/R0 = {{− 1
n
| ∀n ∈ N}, {0}, { 1

n
| ∀n ∈ N}},

SR0 = {∅, {{− 1
n
| ∀n ∈ N}}, {{ 1

n
| ∀n ∈ N}}, {{0}, {− 1

n
| ∀n ∈ N}, { 1

n
| ∀n ∈ N}}}.

(3) 当 E 是闭区间 [0, 1] 上的 Cantor 三分集时, E 的 Hausdorff 维数是 s0 = ln 2
ln 3

, s0 - 维
Hausdorff 测度是 1, 因此对所有 s > s0, 有 E/R0 = {E}, SR0 = {∅, {E}}; 而对 0 ≤ s ≤ s0

的情况, 对任意 x ∈ E, 当 x 是某个空格区间的端点时, x∗ 由该空格区间的两个端点组成, 如
1
3
的等价类是由 1

3
和 2

3
构成, 否则当 x 不是某个空格区间的端点时, x∗ 只含有唯一的 x.

对任意 s ≥ 0, 针对于 (E,S) 在等价关系 Rs 下的商拓扑空间 (E/Rs,SRs
), 令 π 是从 E

到 E/Rs 的自然映射. 取 E 上的集合系 Hs = {π−1(V ) / V ∈ SRs
}, 根据商拓扑空间的定

义, π 是连续映射, 因此集合系Hs 是 E 上的一个由 Rs 确定的拓扑. 由此定义
定义 4.4 称Hs 是 E 上的Hs - 拓扑, 称 (E,Hs) 是Hs - 拓扑空间.
下面针对于例 2 中的一些例子给出其Hs - 拓扑的表达式.
例 3 (1) 当 E 是 R 中的一个有限子集时, 对任意 s ≥ 0, 有Hs = {∅, E}.
(2) 当 E = {0, 1

n
| ∀n ∈ N} 时, 有H0 = {∅, E − {0}, E} 及Hs = {∅, E} (s > 0).

(3) 当 E 是闭区间 [0, 1] 上的 Cantor 三分集时, 有 Hs = {∅, E} (s > ln 2
ln 3

), 而对
0 ≤ s ≤ ln 2

ln 3
的情况下 Hs 是由 S 中的开集簇 {(a, b) ∩ E} 通过任意并和有限交生成的拓扑,

其中 a 满足当 a /∈ E 时 a = −∞, 当 a ∈ E 时 a 是除了所有各级空格区间的左端点之外的所

有点. 类似地, b 需满足当 b /∈ E 时 b = +∞, 当 b ∈ E 时 b 为除了所有各级空格区间的右端

点之外的所有点.
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对于更一般的 E ⊆ R, E 上的Hs - 拓扑可以通过下述定理 4.6 加以描述.
首先由商拓扑空间 (E/Rs,SRs

) 和Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 的定义可得如下引理.
引理 4.5 设 U ∈ S, 有 U ∈ Hs 的充分必要条件是 ∀x ∈ U , x 在等价关系 Rs 下的等价

类 x∗ ⊂ U . 特别是当 E 中的点 x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 不包含 E 的 Hs - 聚点时,
有 x∗ ∈ Hs 成立.
证 按照定义有 U ∈ Hs ⇔ ∃V ∈ SRs

使得 U = π−1(V ) ∈ S, 又

π−1(V ) = {x ∈ E | x∗ ∈ V } =
⋃
x∈U

x∗,

因此有 U ∈ Hs 当且仅当 ∀x ∈ U, x∗ ⊂ U .
当 E 中的点 x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 不包含 E 的 Hs - 聚点时, 由命题 4.2, E

的任何一个 Hs - 聚点只能严格大于或者严格小于 x∗ 的每一个点, 因此可表 x∗ 为一个 R 中
包含 x∗ 的开区间与 E 的交集. 即 x∗ ∈ S, 所以有 x∗ ∈ Hs 成立. 证毕
由该引理知集合 E 上的 Hs - 拓扑是 E 上的欧氏拓扑 S 中满足引理条件的所有开集构

成的子拓扑. 因此可得 E 上的Hs - 拓扑的生成基如下.
定理 4.6 对任意 E ⊆ R 和 s ≥ 0. 若令 E1 是由 −∞ 和 E 中的所有点的 Rs - 等价区间

是左开时的左端点及是右闭时的右端点共同构成的集合, E2 是由 +∞ 和 E 中的所有点的

Rs - 等价区间是左闭时的左端点和是右开时的右端点共同构成的集合, 则有 E 上的 Hs - 拓
扑Hs 是由 S 中的开集簇 {(a, b) ∩ E} 生成的拓扑, 其中 a ∈ E1, b ∈ E2.
证 令 Ω 为 E 上的欧氏拓扑 S 中满足定理条件的开集簇 {(a, b) ∩ E}.
一方面对任意的 U ∈ Ω, 即存在满足定理条件的 a ∈ E1 和 b ∈ E2 使得 U = (a, b) ∩ E.

任取 x ∈ U , 有 a < x < b 成立, 由 E1 和 E2 的定义知 x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 包含

在 U 中, 所以 Ω ⊆ Hs.
另一方面对任意的 U ∈ Hs, 由引理 4.5 知 U ∈ S 且 ∀x ∈ U 有 x 在等价关系 Rs 下的等

价类 x∗ ⊂ U . 任取 x ∈ U , 由于 x∗ ⊂ U ∈ S, 因此存在 x∗ 在 S 中一个充分小的邻域 Ux∗ 使

得 x∗ ⊂ Ux∗ ⊂ U , 并且可表 Ux∗ = (a(x), b(x)) ∩ E ∈ Ω, 比如当 E 中小于 x 的每一点 y 的

Rs - 等价区间 I(y) 都是左闭右开时取 a(x) 为 −∞, 否则存在 y < x 使得 I(y) 是左开的或右
闭的区间, 可取 a(x) 为 I(y) 是左开时的左端点或者右闭时的右端点. 类似也可选取 b(x) 或
者为 +∞ 或者为大于 x 的某个点 y 的 Rs - 等价区间的左闭端点或右开端点. 这样即可表示
U =

⋃
x∈U

Ux∗ =
⋃

x∈U

((a(x), b(x)) ∩ E), 因此 U 属于 Ω 生成的拓扑中. 证毕

定理 4.7 对任意 E ⊆ R, E 上的Hs - 拓扑Hs 在欧氏拓扑 S 中随着 s 的增大而逐步加

粗, 即对任意 0 ≤ s1 ≤ s2 有关系式Hs2 ⊆ Hs1 ⊆ S 成立.
证 对任意 0 ≤ s1 ≤ s2, 由命题 4.2 知 E 中的两个点 x, y 若有关系 xRs1y, 则一定有

xRs2y 成立. 因此由命题 4.3 可得 E 中任意点在关系 Rs1 下的等价类一定包含在关系 Rs2 下

的等价类中, 再由引理 4.5 可得关系式Hs2 ⊆ Hs1 ⊆ S 成立. 证毕.
下面将讨论 Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 的连通性问题. 首先给出 (E,Hs) 是连通的充分必要

条件.
定理 4.8 设 E ⊆ R, 令 I 是包含 E 的最小区间. ∀s ≥ 0, Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 是连通

的充分必要条件是
⋃

x∈E

I(x) = I, 其中 I(x) 是 x 所属的 Rs - 等价区间.
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证 先证充分性. 任取 x0 ∈ E, 令 U(x0) 为拓扑空间 (E,Hs) 中包含 x0 的连通分支 (即
U(x0) 为Hs 中包含 x0 的最大连通开集), 并取

U c−(x0) = {x | x ∈ E, x /∈ U(x0), x < x0},
U c+(x0) = {x | x ∈ E, x /∈ U(x0), x > x0},

有 U c−(x0), U c+(x0) ∈ Hs. 现取 a1(x0) 和 a2(x0) 分别为 U(x0) 与 U c−(x0) 和 U c+(x0) 的分
界点, 可表

U c−(x0) = (−∞, a1(x0)) ∩ E,

U(x0) = (a1(x0), a2(x0)) ∩ E,

U c+(x0) = (a2(x0),+∞) ∩ E,

并注意到 a1(x0) 和 a2(x0) 都不属于
⋃

x∈E

I(x). 由条件
⋃

x∈E

I(x) = I 可得 a1(x0) 和 a2(x0) 都

不属于 I, 因此 U c−(x0) = U c+(x0) = ∅, 即 E = U(x0) 是连通的.
下面采用反证法证明必要性. 若

⋃
x∈E

I(x) 6= I, 则存在 x0 ∈ I 而 x0 /∈ ⋃
x∈E

I(x). 令

U1 = (−∞, x0) ∩ E, U2 = (x0,+∞) ∩ E,

由引理 4.5 知 U1, U2 ∈ Hs, 且 E = U1 ∪ U2 但 U1 ∩ U2 = ∅, 这与 (E,Hs) 是连通的产生矛盾.
证毕

由于对拓扑空间上的拓扑经过加粗之后保持连通性不变, 因此存在 0 ≤ s0 ≤ 1 使得当
∀0 ≤ s < s0 时拓扑空间 (E,Hs) 不是连通的, 当 ∀s > s0 时拓扑空间 (E,Hs) 是连通的. 为
此给出下面的Hs - 连通度的定义.
定义 4.9 设 E ⊆ R, 称使得 Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 是连通的和不是连通的 s 的分界点

s0 为 E 的Hs - 连通度, 用 l(E) 表示. 即

l(E) = inf{s | s > s0且(E,Hs)是连通的}
= sup{s | 0 ≤ s < s0且(E,Hs)不是连通的}.

集合 E 的Hs - 连通度反映了其Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 可连通的程度. 自然可提出如下
一些问题, 什么情况下 E 的 Hs - 连通度等于零; 是否存在 Hs - 连通度严格介于 0 和 1 之间
的集合. 为此由下面定理 4.10 和例 4 给出相应的结论.
定理 4.10 若 E 是欧氏空间 (R, T ) 中的闭子集, 则 E 的Hs - 连通度 l(E) = 0.
证 只需证明 E 的H0 - 拓扑空间 (E,H0) 是连通的. 设 I 是包含 E 的最小区间, I(x) 是

E 中的点 x 所属的 R0 - 等价区间, 将证明等式
⋃

x∈E

I(x) = I 成立, 从而由定理 4.8 即得所需

结论.
首先包含关系

⋃
x∈E

I(x) ⊆ I 自然成立. 现证
⋃

x∈E

I(x) ⊇ I. 任取 x ∈ I, 当 x ∈ E 时有

x ∈ I(x); 当 x /∈ E 时, 由于 E 是欧氏空间 (R, T ) 中的闭子集, 因而 I 是闭区间, 从而存在
x1, x2 ∈ E 使得 x1 < x < x2 且 (x1, x2) ∩E = ∅, 因此有 x1R0x2 成立, 即 x ∈ I(x1) = I(x2).
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推论 4.11 设 E 是由迭代函数系 {f1, · · · , fn} 生成的分形不变紧集, 且对每个 i =
1, · · · , n, fi 的 Lipschitz 常数 ci 满足 0 ≤ ci < 1. 则对任意 s ≥ 0, E 的 Hs - 拓扑空间
(E,Hs) 是连通的紧空间.
例 4 闭区间 [0, 1] 上的 Cantor 三分集 E 是由迭代函数系 { 1

3
x, 1

3
x + 2

3
} 生成的分形不

变紧集, Hs - 连通度 l(E) = 0. 当去掉 E 的某个空格区间的一个端点变为 E′ 时, 虽然 E

和 E′ 具有相同的 Hausdorff 维数和 Hausdorff 测度, 分别为 ln 2
ln 3
和 1, 但 E′ 的 Hs - 连通度

l(E′) = ln 2
ln 3

. 比如令 E′ = E − { 1
3
}, 当 0 ≤ s ≤ ln 2

ln 3
时, 令 U1 = [0, 1

3
) ∩ E′, U2 = ( 1

3
, 1] ∩ E′,

有 U1, U2 ∈ Hs 且 E′ = U1 ∪ U2 和 U1 ∩ U2 = ∅, 此时 (E′,Hs) 不再是连通的, 而是由两个连
通分支 U1, U2 组成. 当 s > ln 2

ln 3
时, E′ 的 Hs - 拓扑 Hs = {∅, E′} 是平凡的, 因而 (E′,Hs)

是连通的.
一般的分形集 E 在欧氏拓扑下往往是不连通的 Hausdorff 分离空间, 定理 4.10 表明在

E 上对欧氏拓扑进行加粗之后形成的Hs - 拓扑空间的连通性变好了, 但分离性又变差了. 对
任意 s ≥ 0, 如果 E 中的每个点 x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 只包含唯一的 x, 则 E 上的

欧氏拓扑和 Hs - 拓扑是一样的, (E,Hs) 仍是 Hausdorff 分离空间. 如果一旦 E 中的某个点

x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 包含了两个不同的点 x1 和 x2, 则由引理 4.5 知 x1 和 x2 不

能通过Hs 中的开集分离开来. 因此有下述性质.
命题 4.12 设 E 是 R 的任意子集. 对任意 s ≥ 0, E 的 Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 是

Hausdorff 分离空间的充分必要条件是 E 中任意点 x 在等价关系 Rs 下的等价类 x∗ 只包含

唯一的 x.

5 Hs - 拓扑空间之间映射的连续性

由连续映射的定义, 两个拓扑空间之间的一个映射是连续的当且仅当开集的原像还是开
集. 本节作为前面讨论的 Hs - 拓扑空间的应用, 建立了直线上一个 Hs - 拓扑空间和一个 Ht

- 拓扑空间之间映射的连续性理论. 任取直线上的两个子集 E 和 F , 设 f 是一个从Hs - 拓扑
空间 (E,Hs) 和Ht - 拓扑空间 (F,Ht) 之间的映射, 首先由定理 4.7 一个集合的Hs - 拓扑随
s 的增大而逐步加粗, 因此有下述性质.
命题 5.1 若 f 是从 Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 到 Ht - 拓扑空间 (F,Ht) 的连续映射, 则对

任意 u ≤ s 和 v ≥ t, 有 f 为一个从 (E,Hu) 到 (F,Hv) 的连续映射.
定理 5.2 对任意 s, t ≥ 0, 作为 Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 和 Ht - 拓扑空间 (F,Ht) 之间

的映射 f 是连续映射的充分必要条件是 f 在 E 中的所有 Hs - 聚点处连续, 并且对任意的
x, y ∈ E, 若有关系 xRsy, 则关系 f(x)Rtf(y) 成立.
证 必要性 一方面若 f 是从空间 (E,Hs) 到 (F,Ht) 的连续映射, 则 f 在 E 中每一点都

连续, 因而函数 f 在 E 中的所有 Hs - 聚点处也连续; 另一方面若 E 中的点 x 不是 E 的 Hs

- 聚点, 设 V (f(x)) 为 (F,Ht) 中 f(x) 的任意开邻域, 由条件得 f−1(V (f(x))) 是 (E,Hs) 中
x 的开邻域. 对任意 y ∈ E, 当等价关系 xRsy 成立时, 由引理 4.5 有 y ∈ f−1(V (f(x))), 因而
f(y) ∈ V (f(x)), 再由 V (f(x)) 作为 f(x) 的开邻域的任意性, 得等价关系 f(x)Rtf(y) 成立.
充分性 设函数 f 在 E 中的所有 Hs - 聚点处连续, 且对任意的 x, y ∈ E, 当有关系

xRsy 时有关系 f(x)Rtf(y) 成立. 任取 x ∈ E, 当 x 不是 E 的Hs - 聚点时, 任取 V (f(x)) 为
(F,Ht) 中 f(x) 的开邻域, 将证明其逆像 f−1(V (f(x))) 为 x 的开邻域来得到 f(x) 在 x 处连

续. 当 f−1(V (f(x))) 不包含 E 中的Hs - 聚点时, 一方面由条件 f−1(V (f(x))) 是由其中的所
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有点在关系 Rs 下的等价类的并构成. 另一方面由引理 4.5 的第二个结论 f−1(V (f(x))) 的每
一点关系 Rs 下的等价类属于Hs, 因此有 f−1(V (f(x))) ∈ Hs 成立. 当 f−1(V (f(x))) 包含 E

中的某个 Hs - 聚点 y 时, 有 V (f(x)) 是 f(y) 在 (F,Ht) 中的开邻域, 由条件 f(x) 在 y 处连

续, 得 f−1(V (f(x))) 是 y 在 (E,Hs) 中的开邻域, 因此 f−1(V (f(x))) 是 x 的开邻域. 证毕.
对任意 0 ≤ t ≤ 1, 由于实数集 R 的Ht - 拓扑Ht 就是欧氏拓扑 T , 并且 R 中的每个点 y

在关系 Rt 下的等价类只包含唯一的 y, 因此由定理 5.2 可得如下推论.
推论 5.3 设 f 是Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 到欧氏拓扑空间 (R, T ) 的实函数. f 是连续函

数的充分必要条件是 f 在 E 中的所有 Hs - 聚点处连续, 并且对任意的 x, y ∈ E, 若有关系
xRsy, 则 f(x) = f(y).
由此可得, 若 f 是Hs - 拓扑空间 (E,Hs) 到欧氏拓扑空间 (R, T ) 的连续实函数, 则 f(x)

在 E 中的所有 Hs - 聚点处的极限值等于在该点处的函数值, 并且在 E 中每一点在 Rs 下的

等价类上取常值. 特别是当 E 为 (R, T ) 中的紧子集时, 由定理 4.10 知 (E,Hs) 是连通的紧空
间, f(E) 是 (R, T ) 中的连通紧集, 因而是有界闭区间, 所以这样的函数一定具有有界性、最
值性、介值性和一致连续性等.
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THE Hs-TOPOLOGY ON A SUBSET IN REAL LINE AND ITS

APPLICATIONS
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Abstract: In this paper, by using the s-dimensional Hausdorff measure, we give the

concepts of Hs-Topology and Hs-connectivity on a subset in real line, discuss their properties and

some applications. In addition, the disconnected problem of a compact s-set under the Euclidean

topology is solved.
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