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关于矩阵方程 X + A∗X−αA + B∗X−βB = I 的正定解
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摘要: 本文研究了矩阵方程X + A∗X−αA + B∗X−βB = I 在 α, β ∈ (0, 1] 时的正定解. 利用

单调有界极限存在准则, 构造三种迭代算法, 获得了方程的正定解, 拓宽了此类方程的求解方法. 数值

算例说明算法的可行性.
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1 引言

本文研究了非线性矩阵方程

X + A∗X−αA + B∗X−βB = I. (1)

当 α, β ∈ (0, 1] 的 Hermite 正定解, 其中 A,B 是 n 阶非奇异复方阵, A∗ 是 A 的共轭转置, I

是 n 阶单位阵.
形如

X + A∗X−αA = Q, X −A∗X−αA = Q, (2)

其中 Q 是正定矩阵. 当 α = 1 时, 方程 (2) 产生于控制理论, 动态规划, 随机过滤和统计学
等领域 [1−2]. 许多作者 [3−4] 针对方程 (2) 中参数 α 取不同值, 研究了解的存在性, 收敛速度,
性质及迭代算法等. 近年来较复杂方程形式受到人们关注, 杜仲复 [5] 从矩阵分解角度研究了

X−A∗X−αA−B∗X−βB = I,当 α, β ∈ (0, 1]时,方程解存在的若干条件及迭代求解算法;龙

建辉, 何优美, 廖安平 [6−8] 等研究形如X +
m∑

i=1

A∗i X
−nAi = I 的方程, 其中文献 [6] 是本文当

α = 1, β = 1 的特殊情况; Sarhan, 段雪峰 [9−11] 等对更为复杂的形式 Xr +
m∑

i=1

A∗i X
δiAi = Q

也取得了较好的理论成果.
‖A‖ 表示 A 的谱范数; A > 0(A ≥ 0) 表示 A 是正定 ( 半 ) 正定矩阵, A > B(A ≥ B) 表

示 A−B 是正定 ( 半 ) 正定矩阵.

2 主要结论

引理 2.1 [12] 若 A > B > 0(A ≥ B > 0), 则 Aα > Bα(Aα ≥ Bα > 0) 对 α ∈ (0, 1], 且
Aα < Bα(0 < Aα ≤ Bα) 对 α ∈ [−1, 0).
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引理 2.2 若方程 (1) 有正定解 X, 则 X ≤ I 且

max
{

(AA∗)
1
α , (BB∗)

1
β

}
< X ≤ I −A∗A−B∗B.

证 显然 X ≤ I. 由引理 2.1 知 X−α ≥ I, X−β ≥ I, 则

X = I −A∗X−αA−B∗X−βB ≤ I −A∗A−B∗B.

由 0 < A∗X−αA < I, 则
0 < A∗X

−α
2 X

−α
2 A < I,

因此

0 < X
−α
2 AA∗X

−α
2 < I,

进而

0 < AA∗ < Xα,

再由引理 2.1 得
(AA∗)

1
α < X.

同理可知 (BB∗)
1
β < X. 得证.

定理 2.3 方程 (1) 有正定解的充要条件是存在非奇异阵 W,Y, Z ∈ Cn×n 使得

(W T , Y T , ZT )T 为列正交阵, 且 A = (W ∗W )α/2Y , B = (W ∗W )β/2Z, 此时 X = W ∗W

为方程的解, 且所有的解可写成此形式, 进而可令W 为三角阵.
证 必要性 若方程有正定解 X, 则 X = W ∗W , W 为非奇异方阵, 特别的可选择

Cholesky 分解, W 可为三角阵, 重写方程如下

W ∗W + A∗(W ∗W )−αA + B∗(W ∗W )−βB = I,

即

W ∗W + A∗(W ∗W )−α/2(W ∗W )−α/2A + B∗(W ∗W )−β/2(W ∗W )−β/2B = I,

W ∗W + A∗(W ∗W )∗−α/2(W ∗W )−α/2A + B∗(W ∗W )∗−β/2(W ∗W )−β/2B = I,


W

(W ∗W )−α/2A

(W ∗W )−β/2B




∗


W

(W ∗W )−α/2A

(W ∗W )−β/2B


 = I.

令 Y = (W ∗W )−α/2A, Z = (W ∗W )−β/2B, 则 A = (W ∗W )α/2Y , B = (W ∗W )β/2Z.
充分性 将 A,B, X 代入方程 (1) 的左端即可验证 X = W ∗W 为方程的解.
算法 2.4 




X0 = Y0 = I,

Yn+1 = (I −Xn)Yn + I,

Xn+1 = I −A∗Y α
n+1A−B∗Y β

n+1B n = 0, 1, 2, · · · .

定理 2.5 若方程 (1) 有一正定解, 且序列 {Xn}, {Yn} 由算法 (2.4) 决定, 则 {Xn} 单调
下降且收敛于正定解 X.
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证 往证

I = X0 ≥ X1 ≥ X2 ≥ · · · ≥ Xn ≥ X , I = Y0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ · · · ≤ Yn ≤ X−1. (3)

由

I ≥ I −A∗A−B∗B ≥ I −A∗X−αA−B∗X−βB,

则

X0 ≥ X1 ≥ X.

对 {Yn},
I = Y0 = Y1 ≤ X−1.

则不等式 (3) 对 n = 0, 1 成立. 假设 (3) 对 n = k 时成立, 即

I = X0 ≥ X1 ≥ X2 ≥ · · · ≥ Xk ≥ X , I = Y0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ · · · ≤ Yk ≤ X−1.

如下证明式 (3) 当 n = k + 1 时成立, 则

Yk+1 = (I −Xk)Yk + I ≥ (I −Xk−1)Yk−1 + I = Yk,

亦有

Yk+1 = (I −Xk)Yk + I ≤ (I −X)X−1 + I = X−1,

即

Yk ≤ Yk+1 ≤ X−1.

考虑 Xk 有

Xk −Xk+1 = A∗(Y α
k+1 − Y α

k )A + B∗(Y β
k+1 − Y β

k )B,

因 Yk+1 ≥ Yk, 由引理 2.1 知 Y α
k+1 > Y α

k , Y β
k+1 > Y β

k , 因此 Xk ≥ Xk+1. 由

Xk+1 = I −A∗Y α
k+1A−B∗Y β

k+1B ≥ I −A∗X−αA−B∗X−βB = X,

即

Xk ≥ Xk+1 ≥ X.

故当 n = k + 1 时不等式 (3) 也成立, 且 lim
n→∞

Xn 与 lim
n→∞

Yn 存在. 对算法 (2.4) 取极限得到

Y = X−1 且

X = I −A∗X−αA−B∗X−βB.

进而因对任意 n 有 Xn ≥ X, 则 X 为所求正定解.
算法 2.6 {

X0 = δI,

Xn+1 = I −A∗X−α
n A−B∗X−β

n B,n = 0, 1, 2, · · · .
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定理 2.7 若方程 (1) 有一正定解, 且序列 {Xn} 由算法 (2.6) 决定, 则当 δ > 1 时, {Xn}
单调递减有下界; 当 0 < δ < 1 且 I − δ−αA∗A − δ−βB∗B > δI 时, {Xn} 单调递增有上界,
{Xn} 收敛于方程正定解 X.
证 对 δ > 1,0 < δ < 1 两种情况证明.
情况 1 当 δ > 1 时, 由迭代序列知 X0 = δI,

X1 = I −A∗X−α
0 A−B∗X−β

0 B = I − δ−αA∗A− δ−βB∗B < X0,

假设 Xk < Xk−1, 往证 Xk+1 < Xk.

Xk+1 = I −A∗X−α
k A−B∗X−β

k B < I −A∗X−α
k−1A−B∗X−β

k−1B = Xk,

由此知序列 {Xn} 单调递减.
如下证明 {Xn} 有下界. n = 0 时显然成立

X0 −X = δI − (I −A∗X−αA−B∗X−βB) > 0,

X1 −X = (I −A∗X−α
0 A−B∗X−β

0 B)− (I −A∗X−αA−B∗X−βB)

= A∗(X−α −X−α
0 )A + B∗(X−β −X−β

0 )B > 0.

假设 n = k 时, 有 Xk > X, 往证 n = k + 1 时, Xk+1 > X.

Xk+1 −X = (I −A∗X−α
k A−B∗X−β

k B)− (I −A∗X−αA−B∗X−βB)

= A∗(X−α −X−α
k )A + B∗(X−β −X−β

k )B > 0.

因此 {Xn} 是单调递减并以某正定阵 X 为下界的矩阵序列, {Xn} 收敛于方程正定解 X.
情况 2 0 < δ < 1 且 I − δ−αA∗A− δ−βB∗B > δI 时, 证明类似于 δ > 1 情况.
对方程 (1) 考虑如下, 令 Y = X−1, 则方程 (1) 有解 X 等价于下式有解 Y :

Y = I + Y 1/2A∗Y αAY 1/2 + Y 1/2B∗Y βBY 1/2.

算法 2.8
{

Y0 = 0,

Yn = I + Y
1/2

n−1A
∗Y α

n−1AY
1/2

n−1 + Y
1/2

n−1B
∗Y β

n−1BY
1/2

n−1, n = 0, 1, 2, · · · .

定理 2.9 设 0 < ‖A‖2, ‖B‖2 < 2
27

, 则由算法 (2.8) 决定的迭代序列收敛到方程 (1) 的正
定解 X−1, 且 X ∈ [ 2

3
I, I].

证 根据文 [5, Theorem 8], 由算法 2.8 决定的迭代序列收敛到方程 (1) 的唯一解
X = Y −1 ∈ [ 2

3
I, 3

2
I], 再由引理 2.2 知 X ∈ [ 2

3
I, I].

3 数值算例

如下数值例子对本文给出的迭代方法进行说明. 所有的结果都在 matlab7.10.0 中运行得
到. 设残差

R(X) = ‖X + A∗X−αA + B∗X−βB − I‖∞.
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实验停机的条件设为

R(X) ≤ 1.0× 10−10.

例 3.1 考虑方程 (1) 其中

A =




0.0100 −0.1500 −0.2590
0.0150 0.2120 0.0640
0.0250 −0.0690 0.1380


 , B =




0.1600 −0.0250 0.0200
0.0250 −0.2880 −0.0600
0.0040 −0.0160 −0.1200


 .

任意取两组参数进行数值计算比较. 取 α = 0.5, β = 0.2, 分别用三种算法解得

X =




0.9726 0.0112 −0.0034
0.0112 0.8366 −0.0655
−0.0034 −0.0655 0.8873


 .

取 α = 0.8, β = 0.4, 分别用三种算法解得

X =




0.9723 0.0111 −0.0036
0.0111 0.8300 −0.0689
−0.0036 −0.0689 0.8841


 .

由以上结果可知, 本文的三种算法较准确的给出了方程的正定解. 表 1, 表 2 对以上两组参数
三种算法计算的结果进行了比较.

表 1: α = 0.5, β = 0.2 三种算法结果比较

算法 δ 迭代次数 残差

算法 2.4 14 8.6456e-011
算法 2.6 1.2 8 9.1114e-011
算法 2.6 0.8 7 7.9763e-011
算法 2.8 17 2.9253e-011

表 2: α = 0.8, β = 0.4 三种算法结果比较

算法 δ 迭代次数 残差

算法 2.4 16 9.6233e-011
算法 2.6 1.2 10 1.1727e-011
算法 2.6 0.8 9 4.7343e-011
算法 2.8 18 9.3169e-011

通过此例说明: 三种算法可行有效. 由表 1, 表 2 可知算法 2.4 及算法 2.8 迭代次数相近,
算法 2.6 迭代较快, 优于前两种算法.
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ON THE POSITIVE DEFINITE SOLUTION OF MATRIX

EQUATION X + A∗X−αA + B∗X−βB = I

CUI Xiao-mei, LIU Li-bo, GAO Han

(College of Sciences, Jilin Institute of Chemical Technology, Jilin 132022, China)

Abstract: The positive definite solutions of the matrix equation X+A∗X−αA+B∗X−βB = I,

α, β ∈ (0, 1] are investigated in this paper. By using monotone bounded limit existence criteria,

three iterative algorithms are constructed to obtain the positive definite solution which widen

the solution of such equation. Numerical examples are given to illustrate the effectiveness of the

methods.
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