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摘要: 本文研究了一般伪黎曼流形中的 2 - 调和类空子流形的有关性质. 利用活动标架法和

Hopf 原理, 给出了 2 - 调和子流形是极大的几个充分条件, 得到一个 Simons 型积分不等式并推广了

相关结果.
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1 引言及主要结果

在子流形几何中, 关于 2 - 调和子流形的研究是一个热门课题. 按 Eells 和 Lemaire [1] 的

设想, 姜国英研究了 Riemann 流形间的 2 - 调和的等距映射, 得出 2 - 调和的等距映射的充要
条件 [2], 并进一步研究了 Euclid 空间中 2 - 调和等距浸入, 得到的一些不存在性定理 [3]. 伪
黎曼流形在物理和数学上都具有重要的研究价值, 欧阳崇珍 [4] 研究了伪黎曼空间型的 2 - 调
和类空子流形, 给出 2 - 调和等距浸入的几个等价条件和 2 - 调和超曲面是极大的几个充分条
件. 孙弘安 [5] 和钟定兴继续研究了伪黎曼空间型的 2 - 调和类空子流形, 给出这类子流形是
全测地的一些充分条件. 局部对称伪黎曼流形是伪黎曼空间型的推广, 宋卫东 [6] 和江桔丽研

究了局部对称伪黎曼流形中的 2 - 调和类空子流形, 得出一个积分不等式和一个 Pinching 定
理. 独力 [7] 和张娟研究了伪黎曼空间型中的 2 - 调和类空子流形, 主要给出以下定理.
定理 A 设Mn 是伪黎曼空间型 Nn+p

p (c)(c ≥ 0) 中的伪脐 2 - 调和类空子流形, 则Mn

是极大的.
本文研究了一般伪黎曼流形中的 2 - 调和类空子流形, 推广了定理 A, 得到以下几个结

果.
定理 1.1 设 Nn+p

p 是 n + p 维伪黎曼流形, 其截面曲率KN 满足 0 < δ ≤ KN ≤ 1, Mn

是 Nn+p
p 中 2 - 调和类空子流形, 若Mn 是伪脐的, 则Mn 是极大的.
推论 1.1 设 Nn+p

p 是 n + p 维伪黎曼流形, 其截面曲率 KN 满足 0 < δ ≤ KN ≤ 1, Mn

是 Nn+p
p 中 n 维伪脐 2 - 调和类空子流形, 则Mn 是紧致的且其数量曲率 R ≥ n(n− 1)δ, 等

号成立当且仅当Mn 是全测地的.
定理 1.2 设 Nn+p

p 是 n + p 维伪黎曼流形, 其截面曲率 KN 满足 0 < δ ≤ KN ≤ 1, Mn

是 Nn+p
p 中 2 - 调和类空子流形, 若Mn 具有平行平均曲率向量, 则Mn 是极大的.
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定理 1.3 设 Nn+p
p 是 n + p 维伪黎曼流形, 其截面曲率 KN 满足 0 < δ ≤ KN ≤ 1, Mn

是 Nn+p
p 中 2 - 调和类空子流形, 若Mn 是紧致的, 则Mn 是极大的.
定理 1.4 设 Nn+p

p 是 n + p 维伪黎曼流形, 其截面曲率 KN 满足 0 < δ ≤ KN ≤ 1, 若
Mn 是 Nn+p

p 中紧致的 n 维 2 - 调和类空子流形, 则成立如下的积分公式

0 ≥
∫

Mn

{1
p
S2 + nδS − 2

3
(1− δ)(p− 1)

√
n− 1S − 1

72
(26n− 15)n(n− 1)p(1− δ)2}∗1,

其中 S 是Mn 第二基本形式模长平方.

2 预备知识

本文采用下面的指标约定:

1 ≤ A,B, C, · · · ≤ n + p, 1 ≤ i, j, k, · · · ≤ n, n + 1 ≤ α, β, γ, · · · ≤ n + p,

且重复指标在相应指标范围内求和. 在 Nn+p
p 上选取局部伪黎曼正交标架场 e1, · · · , en+p,

使得限制在 Mn 上, e1, · · · , en 是 Mn 的切标架场, en+1, · · · , en+p 是 Mn 的法标架场. 设
ω1, · · · , ωn+p 是所选标架场的对偶标架场,则Nn+p

p 上的伪黎曼度量为 ds̄2 =
∑

i ω2
i −

∑
α ω2

α.
记 h =

∑
α hα

ijωi ⊗ ωj ⊗ eα 是Mn 的第二基本形式,
−→
H = 1

n

∑
α(

∑
i hα

ii)eα 是Mn 的平均曲

率向量, 则Mn 的第二基本形式模长平方 S 和平均曲率 H 的平方分别为

S =
∑
αij

(hα
ij)

2,H2 =
1
n2

∑
α

(
∑

i

hα
ii)

2. (2.1)

Mn 的 Gauss-Codazzi-Ricci 方程为

Rijkl = Kijkl −
∑

α

(hα
ikh

α
jl − hα

ilh
α
jk), (2.2)

hα
ijk − hα

ikj = −Kαijk, (2.3)

Rαβkl = Kαβkl +
∑
m

(hα
kmhβ

ml − hα
lmhβ

km), (2.4)

其中Rijkl, Rαβkl是Mn的曲率张量和法曲率张量, hα
ijk是hα

ij 的共变导数, Kijkl,Kαijk,Kαβkl

是 Nn+p
p 的曲率张量. Mn 上沿 ei 方向的 Ricci 曲率 Ric(ei) 为

Ric(ei) =
∑

j

Kijij −
∑

α

(
∑

j

hα
jj)h

α
ii +

∑
αj

(hα
ij)

2. (2.5)

定义 hα
ij 的 Laplacian 为 M hα

ij =
∑
k

hα
ijkk, 其中 hα

ijkk 表示 hα
ij 的二阶共变导数, 根据以上知

识, 通过计算得

M hα
ij =

∑
k

(hα
kkij −Kαkikj −Kαijkk) +

∑
mk

hα
kmRmijk +

∑
mk

hα
miRmkjk +

∑
βk

hβ
kiRαβjk. (2.6)

引理 2.1 [4] Mn 是 Nn+p
p 中 2 - 调和类空子流形的充要条件是





∑
αjk

(−2hα
jjkh

α
ik − hα

jjh
α
kik + hα

jjKαkki) = 0,∀i,
∑
jk

hα
jjkk +

∑
βjkm

hβ
jjh

β
mkh

α
mk +

∑
βjk

hβ
jjKαkkβ = 0, ∀α.
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仿照文献 [8] 证明, 对于伪黎曼流形, 仍有
引理 2.2 [8] 设 Nn+p

p 是 n + p 维伪黎曼流形, 其截面曲率KN 满足 δ ≤ KN ≤ 1, 则
(i) |KACBC | ≤ 1

2
(1− δ), A 6= B;

(ii) |KABCD| ≤ 2
3
(1− δ), A, B, C,D 互异.

3 定理的证明

定理 1.1 的证明 设 trHα =
∑
i

hα
ii, 选取适当的法标架场 en+1, 使得平均曲率向量

−→
H = Hen+1, 则

trHn+1 = nH, trHα = 0 (α ≥ n + 2). (3.1)

由于Mn 是 2 - 调和的, 所以由引理 2.1 的第二个方程, 当 α = n + 1 时, 得到
∑
jk

hn+1
jjkk +

∑
jkm

hn+1
jj hn+1

mk hn+1
mk +

∑
jk

hn+1
jj Kn+1kkn+1 = 0.

进一步由 (3.1) 式可得

M (nH) + nHtrH2
n+1 + nH

∑
k

Kn+1kkn+1 = 0,

Nn+p
p 截面曲率为KN , 根据截面曲率的定义, 由 eA, eB 张成的截面曲率KN (eA, eB) 为

KN (eA, eB) =
KABAB

gAAgBB − gABgBA

,

所以有

KN (ei, ej) =
Kijij

giigjj − gijgji

= Kijij ,

KN (eα, eβ) =
Kαβαβ

gααgββ − gαβgβα

= Kαβαβ,

KN (eα, ei) =
Kαiαi

gααgii − gαigiα

= −Kαiαi,

其中 gαα = gββ = −1, gii = gjj = 1, gij = gαβ = giα = 0. 由 Nn+p
p 截面曲率 KN 满足

0 < δ ≤ KN ≤ 1 和Kn+1kkn+1 = KN (en+1, ek) 可得

M (nH) = −nH(trH2
n+1 +

∑
k

KN (en+1, ek)). (3.2)

由Mn 上的 Codazzi 方程可得

hα
jj(h

α
kik − hα

kki) = −hα
jj(Kαkik), (3.3)

把 (3.3) 式代入引理 2.1 的第一个方程得到
∑
αjk

(2hα
jjkh

α
ik + hα

jjh
α
kki) = 0, ∀i, (3.4)
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又Mn 是伪脐的, 即

hn+1
ij = Hδij , (3.5)

利用 (3.1) 和 (3.5) 式代入 (3.4) 式, 有
∑
jk

(2hn+1
jjk hn+1

ik + hn+1
jj hn+1

kki ) =
∑
jk

(2hn+1
jjk Hδik + hn+1

jj hn+1
kki ) = (n + 2)H(nH)i = 0,

因此有 H = 0 或者 (nH)i = 0,∀i, 进一步由 (3.2) 式可得

nH(trH2
n+1 +

∑
k

KN (en+1, ek)) = 0,

又因为 trH2
n+1 ≥ 0, KN (en+1, ek) > 0, 所以 H = 0, Mn 是极大的.

推论 1.1 的证明 由定理 1.1 可知Mn 是极大的, 再由 (2.5) 式可得Mn 上沿 ei 方向的

Ricci 曲率 Ric(ei) 满足

Ric(ei) =
∑

j

Kijij +
∑
αj

(hα
ij)

2 ≥ (n− 1)δ,∀i. (3.6)

由 (3.6) 式可得, Mn 的 Ricci 曲率有正的下界. 由 Bonnet-Myers 定理知, Mn 是紧致的, 另
外由 (3.6) 式可得Mn 数量曲率 R ≥ n(n − 1)δ, 若 R = n(n − 1)δ, 则Mn 第二基本形式模

长平方 S = 0, 即Mn 是全测地的, 推论 1.1 得以证明.
定理 1.2 的证明 Mn 是 Nn+p

p 中具有平行平均曲率向量的 2 - 调和类空子流形, 即∑
i

hα
iik = 0. 进一步由 (3.2) 式可得

nH(trH2
n+1 +

∑
k

KN (en+1, ek)) = 0,

所以 H = 0, Mn 是极大的.
定理 1.3 的证明 Mn 是 Nn+p

p 中紧致的 n 维 2 - 调和类空子流形, 由 (3.2) 式可得

M (nH) = −nH(trH2
n+1 +

∑
k

KN (en+1, ek)) ≤ 0.

由于Mn 是紧致的, 由 Hopf 引理得

−nH(trH2
n+1 +

∑
k

KN (en+1, ek)) = 0,

所以 H = 0, Mn 是极大的.
定理 1.4 的证明 Mn 是 Nn+p

p 中紧致的 n 维 2 - 调和类空子流形, 由定理 1.3 可得Mn

是极大的. 进一步由 (2.6) 式, 通过计算可得

1
2

M S =
∑
αijk

(hα
ijk)

2 +
∑
αij

hα
ij M hα

ij

=
∑
αijk

(hα
ijk)

2 −
∑
αijk

hα
ij(Kαkikj + Kαijkk) +

∑
αβijk

Kαβikh
α
ijh

β
kj +

∑
αβ

[tr(HαHβ)]2

+
∑

αijkm

hα
ij(h

α
mjKmkik + hα

mkKmijk) + 2
∑
αβ

[tr(H2
αH2

β)− tr(HαHβ)2]. (3.7)
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下面估计 (3.7) 式中的各项下界, 首先由于 (tr(HαHβ))p×p 是实对称矩阵, 故可选取法标
架场 eα, 使之对角化, 即

∑
αβ

[tr(HαHβ)]2 =
∑

α

(trH2
α)2 ≥ 1

p
S2, (3.8)

参照文献 [6] 可得

∑
αβijk

Kαβikh
α
ijh

β
kj ≥ −2

3
(1− δ)(p− 1)

√
n− 1S, (3.9)

∑
αijkm

hα
ij(h

α
mjKmkik + hα

mkKmijk) ≥ nδS, (3.10)

2
∑
αβ

[tr(H2
αH2

β)− tr(HαHβ)2] ≥ 0. (3.11)

参照文献 [9], 设 divω =
∑
ijkα

Ok(hα
ikKαjij + hα

ijKαijk), 于是有

∑
αijk

(hα
ijk)

2 −
∑
αijk

hα
ij(Kαkikj + Kαijkk)

=
∑
αijk

(hα
ijk)

2 +
∑
αijk

(hα
ikkKαjij + hα

ijkKαijk)− divω

=
∑
αijk

(hα
ijk +

1
2
Kαijk)2 −

∑
αijk

1
4
(Kαijk)2 +

∑
αijk

hα
ikkKαjij − divω

≥ −
∑
αijk

1
4
(Kαijk)2 +

∑
αijk

hα
ikkKαjij − divω

≥ −1
8
(1− δ)2p(n− 1)n− 1

9
(1− δ)2pn(n− 1)(n− 2)− 1

4
(1− δ)2pn(n− 1)2 − divω.

(3.12)

把 (3.8)–(3.12) 式代入 (3.7) 式, 结合 Green 散度定理和 Stokes 定理得到

0 ≥
∫

Mn

{1
p
S2 + nδS − 2

3
(1− δ)(p− 1)

√
n− 1S − 1

72
(26n− 15)n(n− 1)p(1− δ)2}∗1.
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Abstract: In this paper, we study biharmonic space-like submanifolds in pseudo-Riemannian

manifold. By using moving-frame method and Hopf lemma, we give several sufficient conditions

which make biharmonic submanifold turn into maximal submnifold. We obtain integral inequality

of Simons’type and improve the known results.
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