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摘 要: 本文研究了双模范畴上的同构态射. 利用代数上常用的构造方法, 给出了模范畴

R(C:T) 和 L(C:T) 的定义及双模范畴 T MC 和 T MCM 之间的同构映射和证明过程, 将代数上双模范

畴的一些重要结论进行了推广.
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1 引言

近 20 年来, 随着量子群研究的兴起, Kaplansky 某些猜想的解决, Hopf 代数理论日
臻完善, 它的一些推广概念如单子、Hopf 单子、缠绕结构等也越来越受到重视. 2002 年,
Moerdijk[1] 介绍了张量范畴上的 Hopf 单子, 并研究了 Hopf 单子的代数结构等性质. 双范畴
中的圈是在文 [2] 中由 Lack 和 Street 引入的, 余圈在某种程度上说是圈的对偶. 具体地说,
给定双范畴 B (见文 [2]), 用文 [3] 中的方法可以构造余单子的 Eilenberg-Moore 双范畴, 记作
REM(B). REM(B) 中的 0 - 元是指元素对 (C, A), 其中 A 是 B 中的 0 - 元, C 是 A 上的余

单子. B 中的 1 -元 (P, p) : (C,A) → (D, B), 包含 1 -元 P : A → B, 2 -元 p : D ·P ⇒ P ·C,
并且满足余单子 C 和 D 的余积和余单位的条件. B 中的 2 - 元 ϕ : (P, p) ⇒ (Q, q), 是指 2 -
元 ϕ : D · P ⇒ Q, 满足 p, q 的条件和余单子 D 的余积条件. B 中的 (右) 余圈在文 [3] 中定
义为范畴 REM(B) 中的余单子. 具体地, 余圈包含 B 的 0 - 元, 1 - 元 R : A → A 和 2 - 元
r : C ·R ⇒ R · C, ξ : C ·R ⇒ IA 及 δ : C · (R ·R) ⇒ R, 并且满足相应的条件.
本文拟在一般双模范畴的基础上引入模范畴 Rc

C 和 Lc
C 的定义, 并在双模范畴 T MC 和

T MCM 之间构造了一个同构态射, 且给出了详细的证明过程, 从而拓展并丰富 Hopf 代数及
单子的理论知识.

2 预备知识

本节给出本文所需的知识和概念, 并引入两个新的范畴 Rc
C 和 Lc

C .
定义 2.1 [1] 设 C 是任一范畴, C 上的单子是指三元结构 (T, µ, η), 其中 T : C → C 是

函子, µ : T 2 → T 和 η : idC → T 是自然变换, 满足 µX · T (µX) = µX · µT (X); µX · ηT (X) =
idT (X) = µX · T (ηX), ∀X ∈ obj(C).
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设 (T, µ, η) 为 C 上的单子, T - 模是指 (M, r), 其中M ∈ obj(C) 和 r : T (M) → M 为

C 中的态射, 使得 r · T (r) = r · µM ; r · ηM = idM .
设 (M, r), (N, s) 为 T - 模, 态射 f ∈ Hom(M, N) 称为 T - 线性的, 若 f · r = s · T (f).

此 f 也称为 T - 模态射.
定义 2.2 [4] (G, ∆, ε) 称为范畴 C 上的余单子, 若函子 G : C → C 及自然变换

∆ : G → G2 和 ε : G → idC , 满足 G∆ ·∆ = ∆G ·∆; εG ·∆ = Gε ·∆ = idG.
定义 2.3 [5] 设 (T, µ, η) 是范畴 C 上的单子, 右 T - 模M ∈ obj(C) 称为实右 T - 模, 若

$+
M : MT → M 为双射. 其逆记作: d+

M : M → MT .
同样, 左 T - 模M ∈ obj(C) 称为实左 T - 模, 若 $−

M : TM → M 为双射. 其逆记作
d−M : M → TM .
对于范畴 C 上的单子 (T, µ, η) 本身可以看作 monoidal 范畴 End(C) 中的 T - 模, 其中

r = µ : TT → T . 若 $+
T = $−

T , 则 d+
T = d−T , 这样的单子 T 称为实单子.

定义 2.4 [5] 设 (T, µ, η) 是范畴 C 上的单子, C ∈ End(C), T - 余单子 C 是指: C 为实 T

- 双模态射; T - 双线态射∆C : C → C2, εC : C → T 满足:

C∆C ·∆C = ∆CC ·∆C ;

CεC ·∆C = d+
C ;

εCC ·∆C = d−C .

实际上, T - 余单子 C 就是 T - 模范畴上的余单子.
定义 2.5 [5] 模范畴 R(C:T):
对象类: (M, m) , M 为 T - 双模, m : CM → MC 为 T - 双线性态射, 并且满足

M∆ ·m = mC · Cm ·∆M .
态射类: 设 (M, m), (M

′
,m

′
) ∈ obj(R(C : T )), ϕ : (M, m) → (M

′
,m

′
) 定义为 ϕ :

CM → CM
′
使得

∆M
′ · ϕ = Cϕ ·∆M ;

Cm
′ ·∆M

′ · ϕ = (ϕC · Cm) ·∆M.

同理可定义 L(C:T) .
定义 2.6 [6] 设 C 为Monoidal范畴上的余单子,右 C -圈是指Monoidal范畴R(C:T)上

的单子, 右 C - 余圈是指Monoidal 范畴 R(C:T) 上的余单子. 类似可定义Monoidal L(C:T)
上的左 C - 圈和左 C - 余圈.

3 双模范畴间同构映射的构造

本节在模范畴 R(C:T) 和 L(C:T) 的定义及圈和余圈的知识的基础上, 在双模范畴 T MC

和 T MCM 之间构造了一个函子, 并在其对象的同态范畴之间定义了同构态射.
定理 3.1 设 ξ : CM −→ C 为 T - 余单子态射, 则有函子

ψ : T MCM −→T MC ,

(Y, ρY ) 7−→ (Y, Y ξ · ρY ),

f 7−→ f.
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证 由 ρY : Y −→ Y CM 为 CM - 余线性的, 则 ρY CM · ρY = Y ∆
′ · ρY , 其中

∆
′
= (CmM) · (Cδ) · (∆M), ε

′
= ε · ξ.

令 ρξ
Y = Y ξ · ρY : Y −→ Y C, 则

Y ∆ · ρξ
Y =Y ∆ · Y ξ · ρY = Y ξξ · Y ∆

′ · ρY = Y ξξ · ρY CM · ρY

=Y ξC · Y CMξ · ρY CM · ρY = Y ξC · ρY C · Y ξ · ρY = ρξ
Y C · ρξ

Y .

令 f : (Y, ρY ) −→ (Y
′
, ρY

′
) 为 CM - 余线性的, 则 fCM · ρY = ρY

′ · f , 并且

fC · ρξ
Y = fC · Y ξ · ρY = Y

′
ξ · fCM · ρY = Y

′
ξ · ρY

′
· f = ρξ

Y · f,

即 f 为 C - 余线性的.
定理 3.2 设 (C, T ) 为 T - 余单子, (M, m) 为 C - 余圈, 则有自然同构

φ : Hom((Y, Y ξ · ρY ), (X, ρX)) −→ Hom((Y, ρY ), (X, ρX)M),

f 7−→ XΓM ·XMε · fMC · Y m · ρY ,

ΓX ·Xε ·Xξ · ρXM · g ←− g.

证 令 f : (Y, Y ξ · ρY ) −→ (X, ρX) 为范畴 T MC 中的态射, 则 f 为左 T - 线性的和右 C

- 余线性的.
定义 f̂ = XΓM ·XMε · fMC · Y m · ρY , 则 f̂ 为右 CM - 余线性的, 因为

ρXM · f̂ =XmM ·Xδ · ρXM ·XΓM ·XMε · fMC · Y m · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · ρXMC · ·fMC · Y m · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y ξMC · ρY MC · Y m · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y ξMC · Y CMm · ρY CM · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y ξMC · Y CMm · Y ∆
′ · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y ξMC · Y CMm · Y (CmM · Cδ) ·∆M) · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y ξMC · Y CMm · Y CmM · Y Cδ · Y ∆M · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y Cm · Y ξCM · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y Cm · Y ∆M · Y ξM · Y δ · ρY

=XmM ·Xδ ·XCΓM ·XCMε · fCMC · Y Cm · Y ∆M · ρY

=XmM ·XCMΓM ·XCMMε ·XδC · fCMC · Y Cm · Y ∆M · ρY

=XmM ·XCMΓM ·XCMMε · fCMMC · Y δC · Y Cm · Y ∆M · ρY

=XmM ·XCMΓM ·XCMMε · fCMMC · Y CMm · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=XMCΓM ·XMCMε ·XmMC · fCMMC · Y CMm · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=XMCΓM ·XMCMε · fMCMC · Y mMC · Y CMm · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=XMCΓM ·XMCMε · fMCMC · Y MCm · Y mCM · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY
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=XMCΓM ·XMCMε ·XMCm · fMCCM · Y M∆M · Y mM · Y δ · ρY

=XMC(ΓM ·Mε ·m) · fMCCM · Y M∆M · Y mM · Y δ · ρY

=XMC(µM · εM) ·XM∆M · fMCM · Y mM · Y δ · ρY

=XM(CµM · CεM ·∆M) · fMCM · Y mM · Y δ · ρY

=fMCM · Y mM · Y δ · ρY ;

f̂CM · ρY =(XΓM ·XMε · fMC · Y m · ρY )CM · ρY

=XΓMCM ·XMεCM · fMCCM · Y mCM · ρY CM · ρY

=XΓMCM ·XMεCM · fMCCM · Y mCM · Y ∆
′ · ρY

=XΓMCM ·XMεCM · fMCCM · Y mCM · Y CmM · Y Cδ · Y ∆M · ρY

=XΓMCM ·XMεCM · fMCCM · Y mCM · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=fMCM · Y ΓMCM · Y MεCM · Y mCM · Y CmM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=fMCM · Y ΓMCM · Y MεCM · Y m∆M · Y mM · Y δ · ρY

=fMCM · Y (ΓMC ·MεC ·m∆)M · Y mM · Y δ · ρY

=fMCM · Y mM · Y δ · ρY .

故有

f̂CM · ρY = ρXM · f̂ .

令

g : (Y, ρY ) −→ (X, ρX)M = (XM, ρXM ),

则 g 为右 CM - 余线性的, 且

ρXM = XmM ·Xδ · ρXM.

设 g̃ = ΓX ·Xε ·Xξ · ρXM · g, 则 g̃ 是右 C - 余线性的, 因为

g̃C · ρξ
Y =ΓXC ·XεC ·XξC · ρXMC · gC · Y ξ · ρY

=ΓXC ·XεC ·XξC · ρXMC ·XMξ · gCM · ρY

=ΓXC ·XεC ·XξC · ρXMC ·XMξ · ρXM · g
=ΓXC ·XεC ·XξC · ρXMC ·XMξ ·XmM ·Xδ · ρXM · g
=ΓXC ·XεC ·XξC · ρXMC ·X(Mξ ·mM · δ) · ρXM · g
=ΓXC ·XεC ·XξC · ρXMC ·Xm · ρXM · g
=ΓXC ·XεC ·XξC ·XCm · ρXCM · ρXM · g
=ΓXC ·XεC ·XCξ · ρXCM · ρXM · g
=ΓXC ·XεC · ρXC ·Xξ · ρXM · g
=ρX · ΓX ·Xε ·Xξ · ρXM · g
=ρX · g̃.
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下证 −̂ 和 −̃ 互逆. 若 f 和 g 如上, 根据定义, 则有

˜̂
f =ΓX ·Xε ·Xξ · ρXM · f̂

=ΓX ·Xε ·Xξ · ρXM ·XΓM ·XMε · fMC · Y m · ρY

=ΓX ·Xε ·Xξ · ρXM · fM · Y ΓM · Y Mε · Y m · ρY

=ΓX ·Xε ·Xξ · fCM · Y ξM · ρY M · Y ΓM · Y Mε · Y m · ρY

=ΓX ·Xε ·Xξ · fCM · Y ξM · ρY M · Y µM · Y εM · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · ρY M · Y µM · Y εM · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y CΓMM · Y CMεM · ρY CM · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y CΓMM · Y CMεM · Y ∆
′ · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y CΓMM · Y CMεM · Y CmM · Y Cδ · Y ∆M · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y C(ΓM ·Mε ·m)M · Y Cδ · Y ∆M · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y CµMM · εMM · Y Cδ · Y ∆M · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y CµMM · εMM · Y ∆MM · Y δ · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · Y ξM · Y δ · ρY

=ΓX ·Xε · fC · Y ξ · ρY

=f · ΓY · Y ε · Y ξ · ρY

=f · ΓY · Y ε
′ · ρY

=f ;
ˆ̃g =XΓM ·XMε · g̃MC · Y m · ρY

=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XξMC · ρXMMC · gMC · Y m · ρY

=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XξMC · ρXMMC ·XMm · gCM · ρY

=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XξMC · ρXMMC ·XMm ·XmM ·Xδ · ρXM · g
=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XξMC ·XCmM ·XCmM · ρXCMM ·Xδ · ρXM · g
=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XξMC ·XCmM ·XCmM ·XCδ · ρXCM · ρXM · g
=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XξMC ·XCmM ·XCmM ·XCδ ·X∆M · ρXM · g
=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XCm ·XξCM ·XCmM ·XCδ ·X∆M · ρXM · g
=XΓM ·XMε · ΓXMC ·XεMC ·XCm ·X∆M ·XξM ·Xδ · ·ρXM · g
=XΓM ·XMε ·Xm · ΓXCM ·XεCM ·X∆M · ρXM · g
=ΓXM ·XεM · ρXM · g
=g.
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