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含临界指数 p-Kirchhoff 型方程的非平凡解
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摘 要: 本文研究了一类含临界指数的 p-Kirchhoff 型方程. 利用变分方法与集中紧性原理,

通过证明对应的能量泛函满足局部的 (PS)c 条件, 得到了这类方程非平凡解的存在性, 推广了关于

Kirchhoff 型方程的相关结果.
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1 引言及主要结果

本文研究如下一类含 Sobolev 临界指数的 p-Kirchhoff 型方程



−M

(∫

Ω

|∇u|pdx
)
∆pu = |u|p∗−2u + λf(u), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

(1.1)

其中Ω ⊂ RN 为一光滑有界区域, 1 < p < N , ∆pu为 p-Laplacian算子, p∗ = Np
N−p

是 Sobolev
临界指数, λ > 0 为实参数. M : R+ → R+, f : R→ R 为连续函数且满足如下条件:

(H1) 存在M0 > 0, 使得对任意 t ≥ 0 有, M(t) ≥ M0;

(H2) 存在 θ > p
p∗ , 使得对任意 t ≥ 0 有, M̃(t) ≥ θM(t)t, 其中 M̃(t) =

∫ t

0

M(s)ds;

(H3) lim
|u|→0

f(u)
|u|p−1 = 0;

(H4) 存在 q ∈ (p, p∗), 使得 lim
|u|→+∞

f(u)
|u|q−1 = 0.

(H5) 存在 µ ∈ (p
θ
, p∗), 使得对任意 u 6= 0 有, 0 < µF (u) ≤ uf(u), 其中 F (u) =∫ u

0

f(s)ds, θ 为 (H2) 中所给出.

近年来, Kirchhoff 型方程



−

(
a + b

∫

Ω

|∇u|2dx
)
∆u = f(x, u), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.

(1.2)

由于其广泛的应用而引起了许多数学研究者的注意. 例如文 [1–2] 研究了方程 (1.2) 正解的
存在性; 文 [3–4] 得到了方程 (1.2) 无穷多个正解的存在性; 文 [5] 研究了方程 (1.2) 非平凡解
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与变号解的存在性; 文 [6] 考虑了方程 (1.2) 多重非平凡解的存在性. 其它相关的结果见文献
[7–10]. 本文考虑更一般的含 Sobolev 临界指数的 p-Kirchhoff 型方程 (1.1), 讨论方程 (1.1)
非平凡解的存在性. 由于方程 (1.1) 包含临界指数使得嵌入W 1,p

0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω) 非紧, 这给我
们利用变分方法带来了困难. 将利用 Lions 的集中紧性原理 (文 [11]) 通过对 (PS) 序列的仔
细分析, 选择恰当的能量水平使得局部的 (PS)c 条件成立.
定义最佳常数

S = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)\{0}

∫
Ω
|∇u|pdx

(
∫
Ω
|u|p∗dx)

p
p∗

. (1.3)

本文的主要结果为

定理 1.1 若条件(H1)–(H5)满足, 则存在 Λ > 0, 使得当 λ ≥ Λ 时, 方程 (1.1) 至少存在
一个能量水平于

(
0, ( 1

µ
− 1

p∗ )(M0S)
N
p

)
的非平凡解.

注 1 若令M(t) = a + bt, 其中 a, b 为正的常数. 则M(t) ≥ a 且

M̃(t) =
∫ t

0

M(s)ds =
∫ t

0

(a + bs)ds = at +
1
2
bt2 ≥ 1

2
(a + bt)t = θM(t)t,

其中 θ = 1
2
. 从而条件 (H1)–(H2) 满足. 若令 f(u) =

k∑
i=1

|u|qi−2u, 其中 k ≥ 1, 2p < qi < p∗,

易知条件 (H3)–(H5) 满足.

2 主要结果的证明

在整篇文章中, C,Ci 表示正的常数它们在不同的行或段中可以不同;“→”表示强收
敛,“⇀”表示弱收敛; W 1,p

0 (Ω) 表示通常的 Sobolev 空间, 其范数为 ‖u‖ = (
∫

Ω

|∇u|pdx)
1
p ;

|u|p :=
( ∫

Ω

|u|pdx
) 1

p 表示 Lebesgue 空间 Lp(Ω) 的范数.

方程 (1.1) 对应的能量泛函定义为

E(u) =
1
p
M̃(‖u‖p)− 1

p∗

∫

Ω

|u|p∗dx− λ

∫

Ω

F (u)dx, (2.1)

由条件 (H1)–(H5) 易知 E(u) ∈ C1(W 1,p
0 (Ω),R), 从而方程 (1.1) 的非平凡解等价于能量泛函

E(u) 在W 1,p
0 (Ω) 上的非零临界点.

首先我们证明能量泛函 E(u) 具有山路几何.
引理 2.1 若 (H1)–(H5) 成立, 则
(i) 存在 ρ, α > 0 使得 E(u)

∣∣
‖u‖=ρ

≥ α > 0.

(ii) 对任意 λ > 0, 存在独立于 λ 的非负函数 u0 ∈ W 1,p
0 (Ω) 满足 ‖u0‖ > ρ, 使得

E(u0) < 0.
证 (i) 由 (H3) 与 (H4) 知, 对任意 ε > 0, 存在 Cε > 0, 使得对任意 u ∈ R 有

F (u) ≤ ε

p
|u|p +

Cε

q
|u|q. (2.2)

根据 (H1) 及 Sobolev 嵌入定理可得

E(u) ≥ M0

p
‖u‖p − C1‖u‖p∗ − λC2ε‖u‖p − λC3‖u‖q

=
(M0

p
− λC2ε

)‖u‖p − C1‖u‖p∗ − λC3‖u‖q.
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取 ε = M0
2pλC2

, 则

E(u) ≥ M0

2p
‖u‖p − C1‖u‖p∗ − λC3‖u‖q. (2.3)

由于 q ∈ (p, p∗), 从而由 (2.3) 式知, 存在 ρ > 0, α > 0 使得 E(u)
∣∣
‖u‖=ρ

≥ α.
(ii) 取非负函数 φ0 ∈ C∞

0 (Ω) 且满足 ‖φ0‖ = 1. 结合条件 (H2), 对任意 t ≥ t0 > 0 可得

M̃(t) ≤ M̃(t0)

t
1
θ

0

t
1
θ = C0t

1
θ . (2.4)

由 (H5) 知,
∫

Ω

F (tφ0)dx ≥ 0. 因此对任意 t ≥ t0 有

E(tφ0) ≤ C0

p
t

p
θ − tp∗

p∗

∫

Ω

φp∗

0 dx.

又由于 p
θ

< p∗, 所以可以选取 t∗ > 0 充分大, 并令 u0 = t∗φ0 则可满足引理要求.
引理 2.2 若 {un} ⊂ W 1,p

0 (Ω) 为 E 的 (PS)c 序列, 则 {un} 在W 1,p
0 (Ω) 中有界.

证 设 {un} ⊂ W 1,p
0 (Ω) 为 E 的 (PS)c 序列, 即

E(un) → c, E ′(un) → 0, (2.5)

从而由 (H5) 对充分大的 n, 及 (H1) 与 (H2) 可得

c + on(1) ≥ E(un)− 1
µ
〈E ′(un), un〉

≥ 1
p
M̃(‖u‖p)− 1

µ
M(‖un‖p)‖un‖p ≥ (θ

p
− 1

µ

)
M0‖un‖p, (2.6)

又由于 µ > p
θ
, 所以 {un} 在W 1,p

0 (Ω) 中有界.
引理 2.3 若 {un} ⊂ W 1,p

0 (Ω) 为 E 的 (PS)c 序列, 若 c < ( 1
µ
− 1

p∗ )(M0S)
N
p , 则 {un} 在

W 1,p
0 (Ω) 中存在强收敛的子列．
证 由引理 2.2 知 {un} 有界, 因此, 可以假设 (必要时可以取子列)





un ⇀ u 在W 1,p
0 (Ω),

un → u 在Ls(Ω), 1 ≤ s < p∗,

un → u a.e. 在 Ω,

|∇un|p ⇀ ϑ,

|un|p∗ ⇀ ν,

(2.7)

其中 ϑ 与 ν 为 Ω 上非负有界测度. 则由 Lions 集中紧性原理 (文 [11]) 知, 存在至多可数集 J

使得 



ν = |u|p∗ +
∑
j∈J

νjδxj
, νj > 0,

ϑ ≥ |∇u|p +
∑
j∈J

ϑjδxj
, ϑj > 0,

Sν
p

p∗
j ≤ ϑj ,

(2.8)
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这里 δxj
为 Dirac 测度集中在点 xj ∈ Ω.

取 ψ(x) ∈ C∞
0 (Ω) 使得 0 ≤ ψ(x) ≤ 1; ψ(x) = 1, 若 |x| < 1; ψ(x) = 0, 若 |x| ≥ 2, 且

|∇ψ| ≤ 2. 对 ε > 0 与 j ∈ J , 记 ψj
ε(x) = ψ((x − xj)/ε). 由于 E ′(un) → 0 且 {ψj

εun} 有界,
〈E ′(un), ψj

εun〉 → 0 (n →∞), 所以有

M(‖un‖p)
∫

Ω

|∇un|pψj
εdx

=−M(‖un‖p)
∫

Ω

un|∇un|p−2∇un∇ψj
εdx

+
∫

Ω

|un|p∗ψj
εdx + λ

∫

Ω

f(un)unψj
εdx + on(1). (2.9)

由 (2.8) 式与 Vitali 定理, 可得

lim
n→∞

∫

Ω

|un∇ψj
ε|pdx =

∫

Ω

|u∇ψj
ε|pdx,

因此, 由 Hölder 不等式可得

lim sup
n→∞

∣∣∣∣
∫

Ω

un|∇un|p−2∇un∇ψj
εdx

∣∣∣∣

≤ lim sup
n→∞

(∫

Ω

|∇un|pdx
) p−1

p
(∫

Ω

|un∇ψj
ε|pdx

) 1
p

≤ C4

(∫

B(xj ,2ε)

|u|p|∇ψj
ε|pdx

) 1
p

≤ C4

(∫

B(xj ,2ε)

|∇ψj
ε|Ndx

) 1
N

(∫

B(xj ,2ε)

|u|p∗dx
) 1

p∗

≤ C5

(∫

B(xj ,2ε)

|u|p∗dx
) 1

p∗ → 0 (ε → 0) . (2.10)

另一方面, 由 (2.8) 式可得 f(un)un → f(u)u a.e. 在 Ω 中, 且 un → u 在 Lp(Ω) 与
Lq(Ω) 中. 由 (H3)–(H5), 对任意 ε > 0, 存在 Cε > 0, 使得

|f(t)| ≤ ε|t|p−1 + Cε|t|q−1, ∀ t ∈ R, (2.11)

因此 |f(un)un| ≤ ε|un|p + Cε|un|q. 由此应用 Vitali 定理, 则有

lim
n→∞

∫

Ω

f(un)undx =
∫

Ω

f(u)u dx.

由于 ψj
ε 具有紧支集, 在 (2.9) 式中令 n →∞, 由 (2.8) 与 (2.10) 式可得

M0

∫

Ω

ψj
εdµ ≤ C5

(∫

B(xj ,2ε)

|u|p∗dx
) 1

p∗
+ λ

∫

B(xj ,2ε)

f(u)udx +
∫

Ω

ψj
εdν.

令 ε → 0, 可得M0ϑj ≤ νj . 因此

(M0S)
N
p ≤ νj . (2.12)
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下证以上不等式不可能成立. 假设对某 j0 ∈ J 有 (M0S)
N
p ≤ νj0 . 由 (H2) 可得

1
p
M̃(‖un‖p)− 1

µ
M(‖un‖p)‖un‖p ≥ 0.

由 {un} 为 E 的 (PS)c 序列知

c = E(un)− 1
µ
〈E ′(un), un〉+ on(1),

从而有 c ≥ (
1
µ
− 1

p∗
) ∫

Ω

|un|p∗dx+ on(1) ≥ ( 1
µ
− 1

p∗
) ∫

Ω

ψj0
ε |un|p∗dx+ on(1),令 n →∞, 可得

c ≥ ( 1
µ
− 1

p∗
)∑

j∈J

ψj0
ε (xj)νj ≥

( 1
µ
− 1

p∗
)
(M0S)

N
p .

这与 c <
(

1
µ
− 1

p∗
)
(M0S)

N
p 矛盾, 所以 J = ∅, 从而 un → u 在 Lp∗(Ω) 中. 由 (2.11) 式可得

∫

Ω

|f(un)(un − u)|dx ≤
∫

Ω

(
ε|un|p−1 + Cε|un|q−1

)|un − u|dx

≤ε
(∫

Ω

|un|pdx
) p−1

p
(∫

Ω

|un − u|pdx
) 1

p

+ Cε

(∫

Ω

|un|qdx
) q−1

q
(∫

Ω

|un − u|qdx
) 1

q

.

因此再应用 (2.8) 式, 可得

lim
n→∞

∫

Ω

f(un)(un − u)dx = 0. (2.13)

由于 un → u 在 Lp∗(Ω) 中, 可得

lim
n→∞

∫

Ω

|un|p∗−2un(un − u)dx = 0. (2.14)

由 〈E ′(un), un − u〉 = on(1), 可推得

〈E ′(un), un − u〉 = M(‖un‖p)
∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇(un − u)dx

−
∫

Ω

|un|p∗−2un(un − u)dx− λ

∫

Ω

f(un)(un − u)dx = on(1),

由上式与 (2.13), (2.14) 式可得

lim
n→∞

M(‖un‖p)
∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇(un − u)dx = 0.

由于 {un} 是有界的且M 连续, 必要时取子列, 则存在 t0 ≥ 0 使得

M(‖un‖p) → M(tp
0) ≥ M0, n →∞,

从而 lim
n→∞

∫

Ω

|∇un|p−2∇un∇(un − u)dx = 0. 因此由 (S+) 性质 (见文献 [12] 定义 2.3) 有

un → u 在W 1,p
0 (Ω) 中. 引理 2.3 证毕.
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令

c∗ = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

E(γ(t)) > 0, (2.15)

其中 Γ =
{
γ ∈ C([0, 1],W 1,p

0 (Ω)) : γ(0) = 0, E(γ(1)) < 0
}
. 由引理 2.1, 根据无 (PS) 条件的

山路引理知, 存在序列 {un} ⊂ W 1,p
0 (Ω) 使得 E(un) → c∗ 且 E ′(un) → 0.

引理 2.4 若(H1)–(H5) 成立. 则存在 Λ > 0, 使得对任意 λ ≥ Λ 有

c∗ ∈ (
0, (

1
µ
− 1

p∗
)(M0S)

N
p

)
,

其中 c∗ 由 (2.15) 式给出.
证 设 u0 由引理 2.1(ii) 给出, 易知 lim

t→+∞
E(tu0) = −∞, 从而存在 tλ > 0 使得

E(tλu0) = max
t≥0

E(tu0).

因此

tp−1
λ M(‖tλu0‖p)‖u0‖p = λ

∫

Ω

f(tλu0)u0 dx + tp∗−1
λ

∫

Ω

|u0|p∗dx,

即

M(‖tλu0‖p)‖tλu0‖p = λtλ

∫

Ω

f(tλu0)u0 dx + tp∗

λ

∫

Ω

|u0|p∗dx. (2.16)

由 (2.3) 式可得, 当 t0 < tλ 时有

C0

θ
‖u0‖

p
θ t

p
θ

λ ≥ tp∗

λ

∫

Ω

|u0|p∗dx.

又因为 p
θ

< p∗, 从而 tλ 有界. 因此存在序列 λn → +∞ 使得 tλn
→ T ≥ 0 (n →∞). 因此存

在 C > 0, 使得对任意的 n 有M(‖tλn
u0‖p)‖tλn

u0‖p ≤ C, 即

λntλn

∫

Ω

f(tλn
u0)u0 dx + tp∗

λn

∫

Ω

|u0|p∗dx ≤ C.

若 T > 0, 由上面的不等式可知, 当 n →∞ 时有

+∞← λntλn

∫

Ω

f(tλn
u0)u0 dx + tp∗

λn

∫

Ω

|u0|p∗dx ≤ C,

矛盾, 因此 T = 0. 令 γ∗(t) = tu0, 显然 γ∗ ∈ Γ, 则有

0 < c∗ ≤ max
t≥0

E(γ∗(t)) = E(tλu0) ≤ 1
p
M̃(‖tλu0‖p).

由 tλn
→ 0与 ( 1

µ
− 1

p∗ )(M0S)
N
p > 0知,当 λ > 0充分大时, 1

p
M̃(‖tλu0‖p) <

(
1
µ
− 1

p∗
)
(M0S)

N
p ,

进而有 0 < c∗ <
(

1
µ
− 1

p∗
)
(M0S)

N
p . 引理 2.4 证毕.

定理 1.1的证明 由引理 2.1, 引理 2.2, 引理 2.3, 引理 2.4 及山路引理 (见文献 [13, 14])
知, E 必有临界点 u ∈ W 1,p

0 (Ω), 满足 E(u) = c∗ ∈
(
0,

(
1
µ
− 1

p∗
)
(M0S)

N
p

)
，即 u 是方程 (1.1)

的一个非平凡解且能量水平位于
(
0,

(
1
µ
− 1

p∗
)
(M0S)

N
p

)
. 定理 1.1证毕.
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NONTRIVIAL SOLUTIONS FOR P -KIRCHHOFF TYPE

EQUATIONS INVOLVING CRITICAL EXPONENT

LIU Qiong

(School of Mathematics and Statistics, Hubei Engineering University, Xiaogan 432000, China)

Abstract: In this paper, we are concerned with the existence of nontrivial solutions to a

class of p-Kirchhoff type equations involving critical exponent. By analyzing the effect of critical

nonlinear term and estimating energy functional carefully, with the aid of variational methods and

the concentration-compactness principle, we establish the existence of nontrivial solutions for the

p-Kirchhoff type equations, which extends the results of the Kirchhoff type equations.

Keywords: p-Kirchhoff type equation; (PS)c condition; critical exponent; nontrivial

solution
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