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摘 要:光波的多普勒效应属狭义相对论的范畴,本文用几何语言和非几何语言的狭义相对论知识推导了光波

的多普勒效应公式,并且将两种方法作了比较分析.
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1 非几何语言中狭义相对论的多普勒效应

1.1 4波矢的引入

按照洛伦兹变换下的变换性质,物理量分为3
类:洛伦兹标量、矢量、张量[1].电磁波的相位因子φ
是洛伦兹标量,即由∑ 系变到∑′系时

       φ=φ′ (1)

电磁波传播因子为eiφ,其中φ 在∑ 系的表达

式为

φ=k·x-ωt

在∑′系的表达式为

φ′=k′·x′-ω′t′
因相位是洛伦兹标量,故

  k·x-ωt=k′·x′-ω′t′ (2)
(x,ict)构 成 四 维 矢 量 ——— 洛 伦 兹 坐 标,则
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且 kμxμ =k′μx′μ

1.2 kμ 在洛伦兹变换下的变换关系

      k′μ =aμνkν (4)

其中aμν 为洛伦兹变换矩阵.
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其中ω′为光源的静止参考系∑′测得的光源的频

率,即固有频率ω0,k1为∑系的波矢量k的1分量,

设k与x 轴夹角为θ,则k1=kcosθ,在∑ 系测得光

源的频率ω 为

     ω= ω0
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式(7)即为多普勒效应.
当θ=0时,得
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当θ=π时,得

ω= ω0
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=ω0
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当θ=π2
时,得

ω=ω0

γ =ω0 1-v2
c2

2 几何语言中狭义相对论的多普勒效应

2.1 4势Aa 的引入

在四维几何语言中,电磁场张量Fab 是2形式
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场,由麦克斯韦方程组∂[aFbc]=0,可知Fab 是闭的,

又因为背景流形为IR4,IR4 是单连通流形,单连通

流形上闭的微分形式必是恰当的,故F是恰当的.即

IR4 存在1形式场Aa,使F=dA,或Fab =∂aAb -
∂bAa,Aa 就是电磁场的4势[2].
2.2 4势的微分方程及洛伦兹规范条件

四维几何语言中的麦克斯韦方程组

     ∂aFab =-4πJb (8)

用4势表达为

∂a∂aAb-∂a∂bAa =
     ∂a∂aAb-∂b∂aAa =-4πJb (9)

洛伦兹规范条件

     ∂aAa =0 (10)

将式(10)代入式(9),得

     ∂a∂aAb=-4πJb (11)

式(11)就是4势满足的微分方程,即达朗贝尔方

程.
无源电磁场的波动方程

     ∂a∂aAb=0 (12)

2.3 波动方程的解及光子的4波矢Ka

对波动方程式(12)取形式为

     Ab=Cbcosθ (13)

的解,将式(13)代入到式(12)中,得

∂a∂aAb=∂a∂a(Cbcosθ)=Cb∂a(sinθ∂aθ)=
-Cb(cosθ)∂aθ∂aθ-Cbsinθ∂a∂aθ=0

故满足

     ∂aθ∂aθ=0 (14)

     ∂a∂aθ=0 (15)

的式(13)则为式(12)的解.令Ka=∂aθ,由式(14),有

     KaKa =0 (16)

可见Ka 是类光矢量.且Ñaθ θ=c≠0,故由θ=c
给出类光超曲面φ[S],Ka 是类光超曲面法矢量.

又根据式(16)

∂b(KaKa)=2Ka∂bKa =2Ka∂b∂aθ=
2Ka∂a∂bθ=2Ka∂aKb=0

Ka 是躺在类光超曲面上的类光测地线,由Ka=
∂aθ,得

     (dθ)a =Ka =Kμ (dxμ)a (17)

由式(15)得∂aKa =0,Ka 是常矢量,积分式

(17),得

     θ=Kμxμ +θ0 (18)

将式(18)代入式(13),得

     Ab=Cbcos(Kμxμ +θ0) (19)

Kμ =Ka
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Ka 在惯性系{t,xi}中的3+1分解:取K0=ω,得

     Ka =ω ∂
∂
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t
a

+ka (20)

取θ0=0,得

Ab=Cbcos(-ωt+kixi)

Ka 就是光子的4波矢.
2.4 多普勒效应

如图1,设光源和观者有任意的运动状态,其世

界线为任意的类时线,4速分别为Va,Ua.设光子的

4波矢为Ka

θ=-ωt+kixi  Ka =ωZa +ka

图1 光波的多普勒效应

光源在p点发出的光线被观者在q 点接收.发
光时Va 测得的角频率为

ω=(-KaVa)p

接收光时Ua 测得的角频率为

ω′=(-KaUa)q

将Ua
q 与Ka

q 平移至p 点,则

ω′=(-KaUa)p

Ka =ωVa +ka

γ=-VaUa

Ua =γVa +γua

则 ω′=(-KaUa)p =
-(ωVa +ka)(γVa +γua)=

γ(ω-kaua)

设空间矢量ka 和ua 的夹角为θ,则

ω′=γω(1-ucosθ)
若θ=0,则

ω′=λω(1-u)=ω 1-u
1+u <ω

红移.
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若θ=π,则

ω′=λω(1+u)=ω 1+u
1-u >ω

蓝移.

若θ=π2
,则

ω′=γω
即横向多普勒效应.

3 两种方法的比较

通过非几何语言与几何语言狭义相对论对多普

勒效应的推导,可以看出:非几何语言简单、明了,仅
通过四维矢量的洛伦兹变换关系就可推出多普勒效

应[3,4].但不足之处是人为地引入了相位不变性,即
设定相位是洛伦兹标量.在几何语言的狭义相对论

中,从微分几何的二形式场出发,引入4势Aa,代入

麦克斯韦方程组,得出4势Aa 的波动方程,解无源

电磁波的波动方程,自然地引入4波矢Ka,并且Ka 的

物理意义非常明确,它是类光矢量,而且是由θ=c给

出类光超曲面的法矢量,Ka 是躺在类光超曲面上的

类光测地线.通过Ka 在惯性系{t,xi}的3+1分解,

很自然得出多普勒效应.但几何语言所用的数学知

识深奥,理论性强,比较难懂,对狭义相对论的理解

可以上一个很高的台阶,而且为后续广义相对论的

学习打下了扎实的基础.但对没有接触微分几何的

学者来说,普通电动力学教材狭义相对论的讲法不

失为一种通俗、易懂的方法.
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eletricfieldintensityandelectricpotentialdistributionproblemforachargedsphericalsurfaceorachargedspherewith

differentchargedensity.Thispaperdiscussesandanalysestheseproblems,andfindoutthegenerallawandcharacterswith
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